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را براي  ضمنی ترکیبی در این مقاله یک الگوریتم تکرار: هدیچک
 زیرمجموعه پیوسته از یک انقباضیتقریب نقطه ثابت نگاشت شبه

 و معرفی خودش توي به  یک فضاي باناخ  از ناتهی بسته محدب
کنیم.  همگرایی قوي دنباله تولید شده توسط الگوریتم به می مطالعه

تغییراتی نیز  کنیم که جواب دستگاه نامساويمی اثباتنقطه ثابت را 
 باشد.می

، انقباضینگاشت شبه، ضمنی ترکیبی الگوریتم تکرار :کلمات کلیدي
 .تغییراتی دستگاه نامساوي

Abstract: In this paper we propose and study an 
implicit composite iterative scheme for the 
approximation of a fixed point of a continuous 
pseudocontractive mapping from a closed convex 
set into itself. The strong convergence of the 
sequence defined by the iterative sequence is 
proved, which is also the common unique solution 
of a system of variational inequalities. 

Keywords: implicit composite iterative algorithm, 
pseudocontractive mapping, system of variational 
inequalities. 

 

 

 مقدمه 1

 مورد جالب هايمسئله از تغییراتی هاينامساوي مسئله

 وسیعی کاربردهاي داراي و باشندمی ریاضیات در مطالعه

ت معادلا سازي، بهینه نظیر مختلف هايزمینه در

غیره  و مهندسی علوم تعادل، اقتصاد، جزئی، دیفرانسیل

هاي نامساوي مسئله حل اخیر، دهه چهار باشند. درمی

 قرار مطالعه مورد محققین از بسیاري توسط تغییراتی

   براي اولیه وجودي نتایج ابتدا است. در گرفته

0F استمپاچیا توسط تغییراتی هاينامساوي

]، 1، [1964در    1

۱Fلیونز

گرفت  قرار بررسی مورد 1965در  استمپاچیا و    2

 براي جواب ببینید). وجود ] را3] و [2چنین [ (هم

 آن با مرتبط هايمسئله دیگر و تغییراتی هاينامساوي

 و است شده براي تحقیق ايپایه موضوعتبدیل به یک 

 جلب به خود نیز را کاربردي ریاضیات در محققین نظر

1 G. Stampacchia  
2 J.L. Lions  
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 ]6، 5، 4[  منابع به توانمی مورد این رکرده است. د

 نمود. مراجعه

 هايالگوریتم و وجودي نتایج اخیر هايسال در

 گوناگون تغییراتی هاينامساوي مسئله براي زیادي تکرار

     به توانمی بیشتر جزئیات است. براي شده معرفی

 ] و منابع موجود در آنها مراجعه نمود.7-13[

هاي جدید و جالبی موسوم به دستگاه مسئله  ، اخیراً

ه گرفتتغییراتی معرفی و مورد مطالعه قرار  نامساوي

۲F. پنگاست

۳F]، کوهن و چاپلایس14[ 1

۴F]، بیانچی15[ 2

3 

۵Fو انصاري و یائو ]16[

    ] یک دستگاه از17[ 4

هاي تغییراتی را در نظر گرفتند. پنگ نشان داد نامساوي

اي، که مسئله تعادل حمل و نقل، مسئله تعادل فاصله

سازي تعادل عمومی مسئله تعادل نش و مسئله برنامه

    تغییراتی عنوان یک دستگاه نامساويد به نتوانمی

 سازي شود. مدل

در این مقاله، با توجه به موارد گفته شده بالا، یک 

الگوریتم تکرار جدیدي را در فضاي باناخ معرفی و 

وجود جواب را براي  و دهیممورد مطالعه قرار می

کنیم. همچنین، تغییراتی ثابت می دستگاه نامساوي

رار جدید به جواب دستگاه همگرایی الگوریتم تک

کنیم که یک نقطه ثابت ثابت می را تغییراتی نامساوي

در این مقاله  آمدهدستبه باشد. نتایجیک نگاشت نیز می

 باشد.می هايیج از نامساويانتسبب  بهبود برخی 

 

 هاي مورد نیازها و لمتعریف 2

1 J.S. Pang  
2 G. Cohen and F. Chaplais  
3 M. Bianchi  
4 J.C. Yao  

C  کنید فرض  غیرتهی و محدب بسته مجموعهزیر یک  

E  حقیقی باناخ فضاي از E  دوگان فضاي با   *  و باشد 

x  مقدار E∈* * x  در    E∈ x  بارا    x〈 〉* ,  نشان  

خانواده غیر تهی از  تويبه Eاز  Jنگاشت. یمدهمی

−wهاي زیرمجموعه Eفشرده از فضاي دوگان *  که *

x   هر براي E∈  صورت به  

{ }J x x E x x x x∈ 〈 〉
22* * * *( ) =  : , = = 

 ].18نامیم [می دوگانگی نگاشت را شودمی تعریف  

T  نگاشت   .1تعریف  C C→:    انقباضیشبه را  

x هر براي اگر نامیممی y C∈,  ،

j x y J x y− ∈ −( ) (  کهطوريهب باشد موجود (

 Tx Ty j x y x y〈 − − 〉 ≤ − 2, ( )  . 

f نگاشتدخو .2تعریف  C H→:  انقباضی را   

C روي ضعیف xهر  براي هرگاه نامیممی  y C∈,، 

( )( ) ( )f x f y x y x yϕ− ≤ − − −   

φ  که +∞ → +∞: [0, ) [0, )  صعودي اکیداً تابع یک  

φ(0)  کهطوريهب ،است پیوسته = tφ  و  0 → +∞( )   

. که هنگامی tφ → +∞( ) 

T  ثابت نقاط همه مجموعه F  با را   T( )  نشان  

. یعنی ،دهیممی :F T x C x Tx∈( ) ={  = } 

۶Fدروبرا 

 عملگرهاي از معینی هايرده ] مطالعه19[  5

 نمود. با ابداع دوگانگی نگاشت از استفاده با را غیرخطی

 .داریم را زیر تعریف دروبرا از پیروي

5 F.E. Browder  
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 پیوسته ،باناخ فضايدر  دوگانگی نگاشت  . 3 تعریف 

 از پیوسته و مقداريتک  اگر استX  ايضعیف دنباله

 یعنی باشد، ستاره ضعیف توپولوژي به ضعیف توپولوژي

}nx  هر دنباله همگراي ضعیف  براي   دنباله ، xبه  {

nJ x{ ( J  به ستاره ضعیف طوربه  {( x( ) باشد.  همگرا   

pl  که است بدیهی     پیوسته دوگانگی نگاشت داراي  

  است.  ضعیف

X  باناخ ] فضاي20[  .4تعریف   ۷Fآپیال فضاي را  

1   

}nx  دنباله هر براي اگر نامیممی X  در  {   کهطوريهب 

nx{ x   یک به ضعیف همگراي   {  زیر نامساوي ،است 

   باشد برقرار

 
|| ||liminf

liminf

n
n

n
n

x x

x y y x
→∞

→∞

−

< − ∀ ≠,  .|| ||
 

 لم حقیقت است. در آپیال فضاي یک هیلبرت فضاي هر

 .داریم را زیر

E  کنید ] فرض21[ .1م ل   که باشد باناخ فضاي یک  

ف ضعی ايدنباله پیوسته دوگانگی نگاشت یک داراي

E  گاهباشد. آن  ویژه،به  کند.می صدق آپیال شرط در  

pl  ضاهايف p< < ∞ (1 ) اما ،هستند آپیال فضاهاي  

 (1 , 2)pL p p< < ∞ را Eنیستند. آپیال فضاهاي  ≠

 بسته محدب مجموعه زیر یا انعکاسی باناخ فضاي یک

E  از ناتهی T  و   K K→: انقباضیشبه نگاشترا 

I  گاهبگیرید. آن نظر در یوستهپ T−  صفر در بستهنیم  

}nx ، یعنی اگر است  به ضعیف همگرايیک دنباله   {

xکه طوريبه باشد( ) nI T x−{ همگراي قوي به  {

y آنگاه  ،باشد( )I T x y− =. 

1 Z. Opial  

  کردن پیدا منظوربه را زیر مسئله مقاله،  این در

p F T∈ ( ) p  کهطوريهب ،گیریمدر نظر می    جواب  

 :است تغییراتی زیر نامساوي دستگاه یکتاي

)1(  , ,
.

I f p j p q q F T
I g p j p q q F T

〈 − − 〉 ≤ ∀ ∈
〈 − − 〉 ≤ ∀ ∈

( ) , ( ) 0 ( )
( ) , ( ) 0, ( )

 

 گاهآن در نظر بگیریم، gرا مساوي f  اگر ویژهبه  

 تر  زیر  تبدیل می شود:مسئله ساده به  )1( مسئله

p   کردن پیدا  F T∈ ( )  نامساوي  کهطوريهب  

)2(         
I f p j p q
q F T

〈 − − 〉 ≤
∀ ∈
( ) , ( ) 0,

( ).
 

 ترکیبی تکرار الگوریتم ،بخش این . دربرقرار باشد 

 دستگاه که کنیممی مطالعه و معرفی ضمنی زیر را

 کندمی حل را )1( تغییراتی نامساوي

)3(          t s t s t s

t s t s t s

x tf x t y
y sg x s T x

+ −
 + −

, , ,

, , ,

= ( ) (1 ) ,
= ( ) (1 ) ( ),

 

T  آن در که    از پیوسته انقباضیشبه نگاشت یک  

C  بسته محدب جموعهم و خودش تويهب  

f g C C→, تابع با ضعیف انقباضی هاينگاشت   :

φ  .هستند 

 

 همگرایی تحلیل 3

 الگوریتم از قوي همگرایی قضیه یک بخش این در   

1.که توسیعی از قضیه کنیممی ثابت را )3( تکرار از  3

 است. ]12[

E  کنید فرض   .1قضیه   انعکاسی باناخ فضاي یک  

 ايدنباله پیوسته دوگانگی نگاشت یک که باشد حقیقی

E  از ضعیف E  به   *                                             فرض چنین. همموجود باشد  
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C  که کنید E از ناتهی بسته محدب زیرمجموعه یک   و   

T  از پیوسته انقباضیشبه نگاشت یک  C  توي به  

F  کهطوريهب ،باشد خودش T ≠ ∅( )  و  

f g C C→, تابع با ضعیف انقباضی هاينگاشت   :

φ   کنید باشند. فرض{ }: ,t sx t s< < < <, 0 1 0 1 

 کههنگامی گاهآن باشد، )3( الگوریتم توسط شده تعریف

t → s  و   0 → t  شودمی نتیجه ،0 sx ,  قوي همگراي  

p  ثابت نقطه به F T∈ ( ) p  کهطوريهب است    جواب  

 د:باش زیر تغییراتی نامساوي دستگاه یکتاي

)4(     
, .

I f p j p q q F T
I g p j p q q F T

〈 − − 〉 ≤ ∀ ∈
〈 − − 〉 ≤ ∀ ∈

( ) , ( ) 0, ( ),
( ) , ( ) 0 ( )

 

fS  کنید برهان: فرض t هر براي   s ∈, (0,1)          

 صورتبه

 fS tf t sg s T+ − + −:= (1 )[ (1 ) ]   

x  هر براي گاهباشد. آن شده عریفت y C∈,   داریم  

( )( ) ( )

f fS x S y j x y
t f x f y j x y

t s g x g y j x y
t s Tx Ty j x y

x y t t s x y x yϕ

〈 − − 〉
〈 − − 〉

+ − 〈 − − 〉
+ − − 〈 − − 〉

≤ − − + − − −2

, ( )
= ( ) ( ), ( )

(1 ) ( ) ( ), ( )
 (1 )(1 ) , ( )

1 ,

 

fS  رواین از φ  قوي طورهب نگاشت یک    انقباضیشبه  

 گیریممی نتیجه  ]22[ در  1از قضیه  لذا و است پیوسته

fS  که t  هر براي  s,  منحصربفرد ثابت نقطه یک داراي  

 t sx , C  در    t  کهاین یعنی این باشد،می   sx ,{  تعریف  {

 دهیممی نشان است. حال تعریفخوش  )3( توسط شده

 جواب ارايد )4( تغییراتی هاينامساوي از یک هر که

F  در فردهمنحصرب T( )   اگر واقع باشند. درمی  

p q F T∈, ( )    داشت خواهیم کنند، صدق )4(در    

)5(   ,f p p j q p〈 − − 〉 ≤( ) , ( ) 0    

)6(    .f q q j p q〈 − − 〉 ≤( ) , ( ) 0 

 داریم  )6(  و  )5( کردن جمع با  

 
I f p I f q j p q

p q j p q f p f q j p q

p q p q p q p qϕ

≥ 〈 − − − − 〉
〈 − − 〉 − 〈 − − 〉

≥ − − − + − −2 2

0 ( ) ( ) , ( )
= , ( ) ( ) ( ), ( )

( ) .

 

)  از استفاده با  ) ( )=p q p q p qφ ϕ− − −   

 آوریممی دستهب

( ) 0.p qφ − ≤ 

ϕ  ویژگی از p  که شودمی نتیجه   q=  جواب گاهآن و  

      است.  فردهمنحصرب )4( از اول تغییراتی نامساوي

 نیز  )4( از دوم تغییراتی نامساوي جواب طورمشابههب

tکه دهیممی نشان است. اکنون فردهبرمنحص sx ,{ }

 ثابت نقطه گرفتن نظر در با واقع است. در دارکران 

q  دلخواه F T∈ ( ) :مداری  )3( از  استفاده با و  

)7(        ( )

t s t s t s t s

t s t s t s

t s t s

t s t s t s t s t s

x q t f x f q j x q t f q q j x q
t s g x g q j x q t s g q q j x q
t s Tx q j x q

t x q t x q x q t f q q j x q t s x qϕ

− 〈 − − 〉 + 〈 − − 〉

+ − 〈 − − 〉 + − 〈 − − 〉

+ − − 〈 − − 〉

≤ − − − − + 〈 − − 〉 + − −

2
,

, , ,

, ,

2 2
, , , , ,

, = ( , ) ( ), ( , ) ( ) , ( )
 (1 ) ( ) ( ), ( ) (1 ) ( ) , ( )
 (1 )(1 ) , ( )

( ) , ( ) (1 )

 ( )t s t s t s

t s

t s x q x q t s g q q j x q

t s x q

ϕ− − − − + − 〈 − − 〉

+ − − −

, , ,

2
,

(1 ) (1 ) ( ) , ( )

 (1 )(1 )
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( )

( )
t s t s t s t s t s

t s t s t s

t s

t s t s t s

t s t s

t x q t x q x q t f q q x q t s x q

t s x q x q t s g q q x q

t s x q

x q t f q q x q t s g q q x q

t t s x q x q

ϕ

ϕ

ϕ

≤ − − − − + − − + − −

− − − − + − − −

+ − − −

− + − − + − − −

− + − − −

2 2
, , , , ,

, , ,

2
,

2
, , ,

, ,

( ) (1 )

 (1 ) (1 ) ( )

 (1 )(1 )

= ( ) (1 ) ( )

 ( (1 ) ) ( ) .

 

 

   بنابراین

( ),( (1 ) )

( ) (1 ) ( )
t st t s x q

t f q q t s g q q

ϕ+ − −

≤ − + − −
 

   رواین از و  

( )

{ }max

,

(1 )( ) ( )
(1 ) (1 )

( ) , ( )

t sx q

t t sf q q g q q
t t s t t s

f q q g q q

ϕ −

−
≤ − + −

+ − + −
≤ − −

 

)  دهدمی نتیجه هک ){ },t sx qϕ −  با و است دارکران  

φ  ویژگی از استفاده  ،  { },t sx q−  سسپ و  

{ }: ,t sx t s< < < <, 0 1 0 1 

f  بودن یانقباض ضعیف طورهب است. از دارکران نیز   

 داریم

( ), , ,

,

( ) ( )t s t s t s

t s

f x f q x q x q

x q

ϕ− ≤ − − −

≤ −
  

 مشابه طورهب و

 , ,( ) ( ) .t s t sg x g q x q− ≤ −   

t   هايمجموعه گاهآن sf x t s ∈,{ ( ) : , و {(0,1)

t sg x t s ∈,{ ( ) : ,  استفاده ند. باهست دارکران  {(0,1)

 :آوریممی دستهب  )3( از

  
,t s t s t s

t s t s t s

ty x f xt t
sTx y g xs s

−
− −

−
− −

, , ,

, , ,

1= ( )1 1
1= ( )1 1

 

   رواین از و  

.

,t s t s t s

t s t s t s

ty x f xt t
sTx y g xs s

≤ +
− −

≤ +
− −

, , ,

, , ,

1 ( )1 1
1 ( )1 1

 

t  مجموعه بنابراین   sy ,{ } t  همچنین و   sTx ,{ }  نیز  

  داریم دارند. بنابراینکران

)8(                           

t s t s

t s t s t s t s

t s t s t s t s

Tx x

t sx f x g x x
s t t s

t sx f x g x x
s t s

−

 − − − − − − − 

≤ − + − →
− − −

, ,

, , , ,

, , , ,

1 1= ( ) ( )
1 1 1 1

( ) ( ) 0,
(1 )(1 ) 1

 

t  که هنگامی → s  و  0 →  که دهیممی نشان . اکنون 0

t  دنباله sx ,{ E  است. چون فشرده ايدنباله طورهب  {   

t  و انعکاسی sx ,{  زیردنباله یک پس باشند،می دارکران  {

 n t sn n
x x:= nx  کهطوريهب دارد وجود    همگراي 

 ،)8(  رابطه به توجه است. با qضعیف به 

.lim n n
n

x Tx
→∞

− = 0  
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q شودمی نتیجه  6  لم و  5  لم همراه به این F T∈ ( )  . از 

 : آوریممی دستهب )8(

)9(         
n n n n

n n

n n n

t t s x q
t f q q j x q

t s g q q j x q

φ+ − −
≤ 〈 − − 〉
+ − 〈 − − 〉

( (1 ) ) ( )
( ) , ( )

(1 ) ( ) , ( ) .
 

J  دوگانگی نگاشت چون    پیوسته و مقداريتک 

E  از ضعیف ايدنباله E  به   *  رابطه از استفاده با است،  

 د:شومی نتیجه  )9(

  

( )

{ }max

n n n
n n n

n n n n n n

n n

t t sx q f q q j x q g q q j x q
t t s t t s

f q q j x q g q q j x q as n

φ −
− ≤ 〈 − − 〉 + 〈 − − 〉

+ − + −

≤ 〈 − − 〉 〈 − − 〉 → →∞

(1 )( ) , ( ) ( ) , ( )
(1 ) (1 )

( ) , ( ) , ( ) , ( ) 0   .
 

 

 بنابراین

( )limsup n
n

x qφ
→∞

≤ − ≤0 0 

)رواین از و )lim n
n

x qφ
→∞

− = ϕ  ویژگی اکنون.  0   

}nx  که دهدمی نتیجه q  به قوي همگراي  { F T∈ ( )

t  گاهآن و است  sx ,{  یعنی است، فشرده ايدنباله طورهب {

n  زیردنباله یک t sx x⊂ ,{ } {  کهطوريهب دارد وجود  {

q  به قوي همگراي F T∈ ( )  کههنگامی است   

n →∞ q  که کنیممی ادعا .   F  در جواب یک   T( )   

 از واقع است. در )4( تغییراتی نامساوي دستگاه براي

u  هر براي  )3( F T∈ ( )   م:داری  

 

t s t s t s t s t s t s

t s t s t s

t s t s t s

t s t s t s t s t s t s

x f x j x u t y f x j x u
t s g x f x j x u
t s Tx f x j x u

t s g x x j x u t s x f x j x u
t s

〈 − − 〉 − 〈 − − 〉
− 〈 − − 〉

+ − − 〈 − − 〉
− 〈 − − 〉 + − 〈 − − 〉

+ − − 〈

, , , , , ,

, , ,

, , ,

, , , , , ,

( ), ( ) = (1 ) ( ), ( )
= (1 ) ( ) ( ), ( )
 (1 )(1 ) ( ), ( )
= (1 ) ( ) , ( ) (1 ) ( ), ( )
 (1 )(1 ) t s t s

t s t s

t s t s t s

t s t s t s

t s t s t s

Tx q j x u
t s u x j x u
t s x f x j x u
t s g x x j x u
t x f x j x u

− − 〉
+ − − 〈 − − 〉
+ − − 〈 − − 〉
≤ − 〈 − − 〉
+ − 〈 − − 〉

, ,

, ,

, , ,

, , ,

, , ,

, ( )
 (1 )(1 ) , ( )
 (1 )(1 ) ( ), ( )

(1 ) ( ) , ( )
(1 ) ( ), ( ) .

 

   
   بنابراین  

 
t s t s t s

t s t s t s

t x f x j x q
t s g x x j x q

〈 − − 〉
≤ − 〈 − − 〉

, , ,

, , ,

( ), ( )
(1 ) ( ) , ( )

 

s  که هنگامی بالا گرفتن از رابطه حد با   →  نتیجه  0

 مگیریمی

limsup

limsup

t s t s t s
s

t s t s t s
s

x f x j x q

t s g x x j x q

t

→

→

〈 − − 〉

≤ − 〈 − − 〉

∀ ∈

, , ,
0

, , ,
0

( ), ( )

(1 ) ( ) , ( ) = 0,

(0,1]

 

   روازاین و

limsup t s t s t s
s

x f x j x q
→

〈 − − 〉 ≤, , ,
0

( ), ( ) 0. 
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  کههنگامی گیریممی حد بالا از رابطه دوباره حال  

t →    وریمآمی دستهب . پس 0

)10( .limsup t s t s t s
t s

x f x j x q
→

〈 − − 〉 ≤, , ,
, 0

( ), ( ) 0                                

J  دوگانگی نگاشت چون    پیوسته و مقداريتک  

E  از ضعیف ايدنباله E  به   *  از استفاده با است،  

nx q n→ →∞( ) u  ثابت هر براي   F T∈ ( )  از  

    که شودمی نتیجه )10(

lim

limsup

n n n
n

t s t s t s
t s

q f q j q u
x f x j x q

x f x j x q
→∞

→

〈 − − 〉
〈 − − 〉

≤ 〈 − − 〉 ≤, , ,
, 0

( ), ( )
= ( ), ( )

( ), ( ) 0.

 

   گیریممی نتیجه مشابه،  طوربه

lim

limsup

n n n
n

t s t s t s
t s

q g q j q u
x g x j x q

x g x j x q
→∞

→

〈 − − 〉
〈 − − 〉

≤ 〈 − − 〉 ≤, , ,
, 0

( ), ( )
= ( ), ( )

( ), ( ) 0.

 

q  لذا F T∈ ( )  تغییراتی نامساوي دستگاه جواب یک  

t  تور که کنیممی ثابت است. سرانجام )4( sx ,{  همگرا  {

q  به  دیگر زیردنباله یک که کنید است. فرض  

k t sk k
x x ,:= kx  کهطوريهب باشد موجود   u→  . از 

u  رواین F T∈ ( ) u  و    نامساوي دستگاه جواب  

 نتیجه جواب یکتایی از استفاده . بااست )4( تغییراتی

q که شودمی u p= =  که کردیم ثابت خلاصه، طور. به 

t  دنباله sx ,{  نقطه هر و است فشرده ايدنباله طورهب  {

t  از حدي sx ,{ p  با مساوي  {  نتیجه، است. در  

t sx p→, t  کههنگامی  s →,  کامل را برهان این و  0

 □     کند. می

E  کنید فرض ] 16[ .1نتیجه   باناخ فضاي یک  

 پیوسته دوگانگی نگاشت یک که باشد حقیقی انعکاسی

E  از ضعیف ايدنباله E  به    *  . همچنینموجود باشد   

C  که کنید فرض  ناتهی بسته محدب زیرمجموعه یک  

E از T  و   C  از پیوسته انقباضیشبه نگاشت یک        

F  کهطوريهب باشد خودش تويبه T ≠ ∅( )  و  

f g C C→, :  تابع با ضعیف انقباضی هاينگاشت  

φ }کنید باشند. فرض  }: ,t sx t s< < < <, 0 1 0 1

   الگوریتم توسط شده تعریف

,
,

t s t s t s

t s t s t s

x tf x t y
y sx s T x

+ −
 + −

, , ,

, , ,

= ( ) (1 )
= (1 ) ( ) 

t  که هنگامی گاهآن باشد،   → s و  0 →     نتیجه ، 0

t  شودیم sx , p  ثابت نقطه به قوي همگراي   F T∈ ( )   

p   کهطوريهب است  تغییراتی نامساوي یکتاي جواب  

 :است زیر

I f p j p q q F T〈 − − 〉 ≤ ∀ ∈( ) , ( ) 0,   ( ). 
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