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اي از عملگرهاي گيري از دستهبا بهره در اين مقاله: هديچك
هاي معادلات ديفرانسيل به تحليل  ديفرانسيلي به نام تقارن

پردازيم. بدين  عدي ميهاي دقيق معادله انتقال حرارت دوب جواب
عدي را معرفي كرده صورت كه ابتدا معادله كلي انتقال حرارت دوب

دست آوردن عملگرهاي ديفرانسيلي ههاي خاص با ب سپس در حالت
دست آمده را ههاي دقيق معادلات ب مذكور در هر مرحله جواب

به هر نوع  خواهيم يافت. شايان ذكر است اين روش قابل تعميم
  دستگاه از معادلات ديفرانسيل است.

هاي معادله ديفرانسيل، كاهش مرتبه معادله،  نتقار :كلمات كليدي
  .ناورداها گروه ،عديانتقال حرارت دوب، معادله دقيق هاي جواب

Abstract: In this paper, we analyze the exact 
solutions of two-dimensional heat transfer 
equation by using a class of differential operators, 
called symmetries of differential equations. Firstly, 
we introduce the general form of the     
two-dimensional heat transfer equation. Then, we 
will find the exact solutions of the equations by 
using the mentioned differential operators in some 
special cases. It is noteworthy that this method 
could be extended to all kinds of system of 
differential equations. 

Keywords: Symmetries of differential equations, 
order reduction of the equation, exact solutions, 
two-dimensional heat transfer equation,      
group-invariant. 

  

  

  مقدمه 1
  

خصوص هدانيم معادلات ديفرانسيل ب همانگونه كه مي
) كاربرد بسيار گسترده و PDEs( 1معادلات جزيي

                                           
1 Partial differential equation 

ي، فيزيك، شيمي، رياضي وسيعي در تمامي علوم مهندس
اي كه در اولين برخورد مهمترين مسئله .]1[د دارغيره و 

هاي آن  دست آوردن جوابهنمايد برخ مي PDEبا يك 
خطي مواجه غير PDEويژه زماني كه با يك به ،است
 شويم. اين معادلات برخلاف معادلات ديفرانسيلمي
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) در حالت هاي كلي روشي براي حل ODEs( 1معمولي
هاي  خوشايند آن است كه بتوانيم جواب دارند.كردن ن

هاي  دقيقي براي اين دسته از معادلات پيدا كنيم. روش
صول اين مهم وجود دارد. ما در اين حمختلفي براي 

ترين آنها خواهيم  قدرتتحقيق به ارائه يكي از پر
، PDEنظرگرفتن نوع  پرداخت. اين روش بدون در

        لات و يا دستگاه معاد بودن خطيخطي يا غير
  .]4-2[خواهد بود قابل اجرا  تمعادلاتك

نظريه گروه تبديلات لي نقش مهمي در آناليز 
تقارن يكي از  كند. معادلات ديفرانسيل بازي مي

هاي مهم در طبيعت است و تمامي معادلاتي كه  ويژگي
هاي فيزيكي، بيولوژيكي و يا  پديده   قادر به توصيف 

باشند.  يز دارا ميهاي تقارن را ن شيميايي هستند، ويژگي
تنها به پديده فيزيكي ممكن است نه در حقيقت يك

هاي پيشين نيز بستگي  زمان در لحظه، بلكه به زمان
توان  ها را مي داشته باشد كه در اين صورت اين پديده

سازي كرد.  مشتق و انتگرال از مرتبه كسري مدل نظريهبا 
) FDEs( 2معادلات ديفرانسيل از مرتبه كسري نظريه
ها و  يك موضوع در حال توسعه در بررسي اخيراً

ها  تحقيقات رياضي در هر دو زمينه نظريه و كاربرد
  باشد. مي

در طول چهار دهه گذشته چندين روش عددي و 
تحليلي براي حل معادلات ديفرانسيل از مرتبه كسري 
ارائه شده است. روش تقارن گروه لي كه در اين مقاله 

ارائه شده است  انسيل جزئييفربراي حل معادلات د
رانسيل از مرتبه قابل استفاده براي حل معادلات ديف

  . ]9-5[د باش كسري نيز مي

                                           
1 Ordinary differential equation 
2 Fractional order differential equation 

) فرض كنيم , , )u x y t پذير يك تابع ديفرانسيل
متغيرهايش باشد. صورت كلي معادلات انتقال بر حسب 
عدي به شكلحرارت دوب  

)1(        
 

( ( ) ) ( ( ) )t x x y yu f u u g u u                                          

 )1(هاي معادله  مقاله تحليل جوابهدف اين باشد. مي
هاي مختلف gو fازايدر برخي از حالات خاص به

  .است
است كه در بخش ساختار اصلي مقاله به اين شكل 

هاي معادلات ديفرانسيل را مطالعه كرده و  دوم تقارن
كنيم. در بخش دست آوردن آنها را بررسي ميروش به

سوم نشان خواهيم داد كه چگونه به كمك اين 
توان يك معادله ديفرانسيل را عملگرهاي ديفرانسيلي مي

هاي  تر تبديل كرد كه به كمك جواباي ساده به معادله
هاي معادلات اوليه را بيابيم. در نهايت  جواب ،دومدسته 

هاي  روش توصيف شده در اين بخش را روي حالت
  .كنيم عملي مي )1(خاص از معادله 

  

  هاي معادلات ديفرانسيلتقارن 2

آغاز تعريفي از معادلات ديفرانسيل  را ابتدا بااين فصل 
  كنيم. مي

 معادله ديفرانسيل جزئي با-mيك دستگاه .1 يفتعر

p متغير مستقل وq متغير وابسته از مرتبهk   عبارتي

به شكل , , , kx u u   كهطورياست به

 , , , px x x x 1 2  و  , ,..., qu u u u 1 2 

مايش ن kuوابسته و و ترتيب متغيرهاي مستقلبه
kنسبت به متغيرهايش تا مرتبه  uدهنده كليه مشتقات

  .]10[ام است  -
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يك تبديل يك پارامتري از مولدهاي  .2 يفتعر

  صورتبه )1(نهايت كوچك براي معادله  بي

)2(            

 
 

 
 

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

x x x y t u

y y x y t u

t t x y t u

u u x y t u









 

 

 

 

  

1كه در آن  است  يك پارامتر تغيير بسيار كوچك
است. يك عملگر ديفرانسيلي متناظر با مجموعه 

  صورتيلات فوق بهتبد

)3(  

   

   

   

 , , , , , ,

 , , , , , ,

, , , , , , .

X x y t u x y t u
x y

x y t u x y t u
t u

x y t u x t y u
f g

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

مي باشد. اين عملگر ديفرانسيلي را يك تقارن (تبديلي 
    ) نگارد كه هر جواب معادله را به جوابي ديگر مي

كه آن را با  )3(يم هرگاه امتداد مرتبه دوم عملگر گويمي
( )X معادله را صفر كند. به عنوان مثال  ،دهيم نشان مي 2

هاي درگير در به مشتق )3(امتداد مرتبه دوم عملگر 
  صورت زير استبه )1(معادله 

)4(   

 

 

.

t
t

x xx y
x xx y

yy u u
yy u u

X
x y t u

f g u

u u u

u f g

   

  

  

  

   
   

   
  

  
  
  

  
  
  

  
  

2

   

  ست كهباشد لازم ا )1(تقارن معادله   Xبراي اينكه

)5(      ,  ,t x y
FX F       2

0 0 0│   
صفر شود. با بازنويسي  )1(هاي معادله روي جواب

  داريم )1(معادله 

)6(       
 

    .

t u x xx

u y yy

F u f u f u u

g u u g u u

  

  

2

2 0
  

شرط  ،باشد )1(تقارن معادله  )3(اگر عملگر ديفرانسيلي 
  صورت زير استبراي آن به )5(

)7(   
 

  .

t x xx y
u x u y

yy u u
x y

f u f u g u

g u u u

   

  

  

   2 2

2 2
0

  

  آيند: دست مياز روابط زير به )7(ضرايب در معادله 

       
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y
y x y t y y y

t
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x xx x x x tx x

t x yx x y x

D u D u D u D
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  

   

  



2 2

2 2

2 2

2      

  

)8(      

   
   

     
   
   
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,

,

 

 

  

 

 

  

  

 

  

  

 

2 2

2

2

2

2

2
  

  

 

  

  

 

yy y
y xy y

tx y ty y

y xy y x y

ty y t y

yy y y y

u
t u y u

t
x u u u ut u

x y
ux u uy u

u
t u y u

t
x u u u ut u

x
ux u uy

D u D

u D u D

D u D u D

u D u D

u D u D

D f D f D

f D f D f D

f D f D

D g D g D

g D g D g D

g D g

  

 

  

 

 

   

  

 

   

  

  .y
uD 

  

  در معادلات فوق داريم:

,

,

,

,

t t tt tx
t x

x x tx xx
t x

y ty xy
t x

u u u

D u u u
t u u u

D u u u
x u u u

D y u u
y u u u

D f g
u f g

   
   
   

   
   
   
   

   
   
  

  
  


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باشند. حال با كه به عملگر مشتقات كامل معروف مي

و حل دستگاه معادلات  )8(جايگذاري اين عملگرها در 

, دست آمده نسبت بههب , , ,...x y xx yyu u u u،  ضرايب
هاي  را خواهيم يافت. اين موضوع در بخش )3(عملگر 

بهتر  )1(آينده براساس ضرايب تابعي موجود در معادله 
  .]12, 11[ديده خواهد شد 

  

  كاهش مرتبه يك معادله ديفرانسيل جزئي 3

هاي معادله انتقال  در اين قسمت قصد داريم تقارن
عدي را براي حالت خاص از توابعحرارت دوبf وg 

هايي از معادله را جواب ،ها يافته و با استفاده از تقارن
 بيابيم.

fبا در نظر گرفتن  g 1  به معادله  )1(معادله
  زير تبديل خواهد شد

)9(                 .t xx yyu u u   
هاي  حال به كمك الگوريتم توصيف شده در بالا تقارن

  عبارت خواهند بود از )9(معادله 

)10(   

 

 

 

 

,     ,   , 

,  ,  

 ,

 , 

 ,

.

x y t

u x y

x y t

x u

y u

x y t

u

X X X
X u X y x

x yX t

X t xu

X t yu

X xt yt t

x y t u

     

     

     

   

   

     

   

1 2 3

4 5

6

7

8

2
9

2 2

2 2
1
2
1
2

1 1 1
2 2 2

1 4
8

  

  

معادله  ،هاي يافت شده توان با استفاده از تقارن حال مي
تر با متغيرهاي كمتري كاهش  هاي ساده را به معادله )9(

داد. اين كاهش مرتبه در يافتن جواب براي معادله مفيد 
دانيم هريك از اين عملگرها يك  رسد. مي به نظر مي

مولد براي مجموعه تقارني هستند كه توسط معادله 
  .شود پذيرفته مي

Xبراي مولد    داريم:  1

)11(    ,   ,
I I I y t u v r q
x


    


0  

r كه t qو   y يفرانسيلي ي دتوابع ناورداها
له زير به معاد )9(در معادله  )11(هستند. با جايگذاري 

  خواهيم رسيد

)12(                   .r qqv v 0  

 با تكرار همين روند در خصوص مولدهاي
, , ,X X X X6 5 3 هاي  ترتيب به معادلهبه )9(معادله  2

  زير تبديل خواهد شد:

)13( 

:          ,

:         ,

:         ,

:        .

r qq

rr qq

qq r q

r q rr qq

X v v
X v v
X qv v v
X rv qv v v

 

 

  

   

2

3

5

6

0
0

4 4 0
2 2 0

  

اي قابل  دست آوردن معادلهلازم به ذكر است براي به
 )10(هاي  حل مي توان از تركيب خطي هريك از مولد

  PDE ،)13(عادلات با يكديگر نيز بهره گرفت. تمامي م
عدي هستند و به منظور رسيدن به ب-)1+1هايي (
هاي عددي و يا  توان از روش هاي آنها مي جواب
  هاي تواني استفاده كرد. سري

  

  ادله كاهش يافتهيافتن جواب دقيق براي يك مع
قابل ذكر است كه هر معادله ديفرانسيل كاهش يافته را 

به  ،ها مجدد كاهش داد ن توان به كمك روش تقارمي
شود. به عنوان مثال تبديل  ODEشكلي كه به يك 

X معادله كاهش يافته توسط نوان هاي زير را به ع مولد  5

  :ردپذيمجموعه تقارن جديد مي
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 
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توان مي   مجددا با يافتن توابع ناوردا براي اين مولدها 
راي معادله را كاهش داد. به عنوان مثال توابع ناوردا ب

hrعبارت خواهند بود از  2مولد  e  وhq se 

s/كهطوريبه q r . با فرض   ,v r q f s 
  :آيددست ميصورت زير بهجديد به معادله

)15(             .ss s ssf s f f  4 4 0  

ل مستقيم . با حبه دو روش قابل حل است )15(معادله 
  اين معادله خواهيم داشت:

)16(      
( / )( ) ( ) ,

, .

sf s C s e C
C C const

  


1 4
1 2

1 2

4  

  در نتيجه

    
 ln

ln, .
rqerv r q C qe e C

   
1
4

1 24  

ست آمده يك جواب دبا جايگذاري توابع ناورداي به
  :به شكل زير خواهيم يافت )9( دقيق براي معادله

 

       ln

ln

, ,

.

he
h x y ee

u x y t C

x y e e C


 



      

2 2

1

1
2 2 4

24
  

هاي  روش ديگر موجود براي يافتن جواب روش سري
  تواني است. فرض كنيم كه

)17(         ,   n
n

n

qf C s
r

 




  
0

  

  باشد. بنابراين )9(يك جواب براي معادله 

)18( 

 

 

  

.

 

.

 



 












  

 

   

 



 





1
1 1

0 1

1
1

1

2 2
1

1

1

1 2 2

n n
n n

n n

n
n

n

n
n

n

f nC n C C

f n n C

n n C C

 





  

مال و اع )15(در معادله  )18(و  )17(گزيني يبا جا
متغيرهاي ناورداي يافته شده جواب زير را خواهيم 

  داشت
   

   

   

  

, , ,

,

.

n

n
n

u x y t v r q

qv t x y f s f
r

x yC C
tx yC C

t x y
t

x yn n x yt C
tx y n n

t








      
 
 

                
 


    

      


2 2

2 2
1 12 2

0 1 2 2

2 2
22 2

12 2
1

4

8

1 4 1

4 1 2

  

 

  

هاي خاص از معادله انتقال حرارت حالت 4
  دوبعدي

عدي هاي معادله دوب ها و جواب در قسمت پيشين تقارن
fانتقال حرارت در حالت خاص  g 1  بررسي

ريم بررسي فوق را براي شد. در اين بخش قصد دا
  حالات خاص ديگري انجام دهيم.

  
fحالت  u gو  2 0   

تبديل  به معادله زير )1(با اعمال اين تغييرات معادله 
  خواهد شد:

)19(          .t x xxu uu u u 2 22  
  صورت زير هستند:هاي معادله فوق به تقارن

)20(  
 ,        ,

, . 

x t

x u x t

X X
xX x u X t

   

       

1 2

3 4 2
  

هاي  با استفاده از تقارن )19(حال با كاهش مرتبه معادله 
  :به معادلات زير خواهيم رسيد )20(
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 

:             ,

:               ,

:             ,

:             .

r

rr r

q
r

q q
r

X v
v

X
vv v

X e v v

X e v v e v




  

  

  

1

2 2

3
3

2
4

0
0

2 0

2 0

2 4 0

  

هاي ذكر شده امكان پذير  حل معادلات فوق نيز با روش
خواهد بود. براي مثال با حل دومين معادله به 

خواهيم  bو a ي زير براي ثوابت دلخواهها جواب
  رسيد:

)21(         ,    .v ar b v   2 2 0  
r داريم )21(در رابطه  x.  با اين جايگذاري جوابي
  هاي زير خواهيم يافت:صورتبه )19(از معادله 

 , , , , .u x y t ax b a b const   2 2  

 
f/حالت  u1  وg 0   

به معادله زير تبديل  )1(با اعمال اين تغييرات معادله 
  خواهد شد:

)22(           .t x xxu u u
u u

  2
2

1 1  

  :صورت زير هستنداي معادله فوق بههتقارن

 

,        ,      

, 

. 

x t

x t

x u

X X
xX t

xX u

   

   

    

1 2

3

4

2

2

  

 هاي ) با استفاده از تقارن22حال با كاهش مرتبه معادله (
  :فوق به معادلات زير خواهيم رسيد

)23(  

:    ,

:    ,

:    ,

:   .

r

qq q

rr r r r

r

X v

X vv v

X vr v r v v v rvv
X v



 

   



1
2

2
2 2 2 2

3

4

0
0

4 4 6 0
2

  

هاي ذكر شده در بخش   با روشهاي بالا تمامي معادله
باشند. براي نمونه با روش  سوم قابل حل مي

گيري مستقيم از دومين و چهارمين معادله فوق  انتگرال
  آيند: دست ميههاي زير ب ترتيب جواببه

)24(        ,    ,

,        .

v aq b v
v r a a b const
   

   

2 2 0
2

 

در روابط دو جواب دقيق زير  qو  rبا جايگذاري 
  دست مي آيد:به uبراي 

)25(             , ,  , 

, .

u x y t at b
a b const

  



2 2
 

)26(        , , ,   .u x y t x a a const  2  
  

fحالت  u  وg 0   

  به معادله )1(در اين وضعيت معادله 

)27(                ,t x xxu u u u 2  
در مكانيك سيالات  تبديل مي شود كه همان معادله برگر

  هاي اين معادله عبارتند از:است. تقارن

)28(  

 

,        ,      

, 

.

x t

x t

x u

X X
xX t

xX u

   

   

   

1 2

3

4

2

2

  

هاي با استفاده از تقارن )27(حال با كاهش مرتبه معادله 
  :به معادلات زير خواهيم رسيد )28(

 

:      ,

:     ,

:     ,

:             .

r

qq q

r rr r r

q
r

X v
X v v v

X r v r v rv v

X e v v



 

   

  

1
2

2

2 2 2
3

2
4

0
0

4 4 6 0
6 0

 

هاي ذكر شده امكان پذير حل معادلات فوق نيز با روش
     خواهد بود. براي مثال با حل دومين معادله به



 يقدق يها كاهش مرتبه و جواب ي،معادله انتقال حرارت دوبعد يها تقارنرشيدي و حجازي: 
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خواهيم  bو aدلخواه ثوابت هاي زير براي جواب
  :رسيد

)29(     
 , , , .

,   .

    

 
 

2 2 0
1

6

v ar b v a b const

v a const
r a

  

r داريم )29(در رابطه  x.  با اين جايگذاري جوابي
  يم يافت:هاي زير خواهصورتبه )27(از معادله 

 , , , ,u x y t ax b a b const   2 2

   , , ,  .u x y t a const
x a

 
 

1
6

  
  

  ملاحظات
اي كه از پيش رو گذشت به ارائه الگوريتمي در مقاله

تحت عنوان   هاي ديفرانسيليرمبتني بر يك سري عملگ

هاي يك معادله  تقارن معادله پرداختيم كه جواب
اين . سپس دبري آن ميها ديفرانسيل را به ساير جواب

عدي روش را براي حالت كلي معادله انتقال حرارت دوب
هاي خاص معادله به كمك  كار برده و در برخي حالتهب

تبديلات منتج شده از عملگرهاي ديفرانسيلي مذكور 
دست آورديم. اين ههاي دقيق آنها را ب اي از جواب دسته

به هر دستگاه  مند و قابل تعميمروش يك روش نظام
باشد و خواه خطي يا غيرخطي مي فرانسيل،معادلات دي

دهد. هاي دقيق ارائه مي اين است كه جوابدر سن آن ح
استفاده از برخي نرم افزارهاي  كه شايان ذكر است

تواند در مي Mathematicaو  Mapleمحاسباتي مثل 
  رگيري اين الگوريتم مفيد واقع شود.كاهب
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