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خودالحاقی، ابداع شده در این مقاله با استفاده از روش شبه: هدیچک
، به محاسبه برخی قوانین پایستاري 2011توسط ابراگیموف در سال 

پردازیم. باید توجه داشت که چون معادلات ماکسول در خلاء می
تعداد معادلات و مجهولات دستگاه معادلات تحت بررسی برابر 
نیستند، امکان یافتن لاگرانژي متناظر و استفاده مستقیم از قضیه نوتر 

حال، با حذف دو معادله از معادلات ماکسول به  این وجود ندارد. با
            رسیم که در اصطلاحاي مییافتهدستگاه معادلات تقلیل

توان با روش جدید ابراگیموف و بدون خودالحاقی است و میشبه
نیاز به لاگرانژي متناظر، قوانین پایستاري آن و در نتیجه تعدادي از 

دست آورد. لازم به ذکر سول را بهقوانین پایستاري معادلات ماک
برخی از قوانین پایستاري  2009است که ابراگیموف خود در سال 

معادلات ماکسول در خلاء را با استفاده از روش  خودالحاقی 
خودالحاقی اینکه در روش شبه محاسبه کرده است، اما با توجه به

    خودالحاقی امکان محاسبه لاگرانژي متناظر دستگاهخلاف بر
یافته و استفاده از قضیه نوتر وجود ندارد، بنابراین روش تقلیل

 نسبتاًهاي استفاده شده در این مقاله متضمن محاسبات و پیچیدگی
 متفاوتی است.

معادلات ماکسول، روش        ،قوانین پایستاري کلمات کلیدي:
 خودالحاقی لاگرانژي، حساب تغییرات.شبه

Abstract: In this paper and by applying the quasi 
self adjoint method, introduced by Ibragimov in 
2011, we construct some conservation laws of the 
Maxwell equations in vacuum. Notice that since 
the number of equations is not equal to that of the 
unknowns in this system, one never finds any 
certain Lagrangian associated to it. Nevertheless, 
by omitting two equations, one receives a certain 
reduced system of differential equations having 
quasi self adjointness and appropriate to apply 
Ibragimov’s method for constructing its associated 
conservations laws without necessitating any 
Lagrangian. This subsequently gives as well some 
conservation laws of the Maxwell equations. It 
may be worth to notice that Ibragimov, himself, 
has computed some conservation laws of the 
Maxwell equations by means of the self adjoint 
method in 2009. Nevertheless, due to the fact that 
in contrary to the quasi self adjoint method, it is 
possible to construct the Lagrangian associated 
with the reduced system of equations, thus the 
approach of quasi self adjointness employed in this 
paper includes some partly different complexities.  

Keywords: conservation laws, Maxwell equations, 
Lagrangian quasi self adjoint method, variational 
problems. 
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 مقدمه 1

اي از علم فیزیک است که به الکترومغناطیس شاخه

از نیروهاي بین بارها و    هاي ناشیمطالعه پدیده

پردازد. در این نظریه، نیروها هاي الکتریکی میجریان

شوند هاي الکترومغناطیسی توصیف میوسیله میدانبه

هاي که توابعی از مکان و زمان هستند. میدان

الکترومغناطیسی به دو شکل الکتریکی و مغناطیسی 

دیده هاي مختلف از یک پکنند و این دو جنبهبروز می

اي که هرگونه تغییر در میدان گونهواحد هستند، به

شود و  الکتریکی باعث ایجاد میدان مغناطیسی می

خاطر جرات بتوان گفت که امروزه بهبرعکس. شاید به

دان برجسته اسکاتلندي، جیمز کلارك نبوغ فیزیک

دانیم نور نوعی ) است که ما می1831-1879ماکسول (

ان است که معمولاً تحت عنو انرژي الکترومغناطیس

شود. معادلات ماکسول می امواج الکترومغناطیس شناخته

پردازند که چگونه دو به توصیف این ویژگی فیزیکی می

کنند و میدان الکتریکی و مغناطیسی همدیگر را تولید می

شوند. موقعیت یا با یکدیگر تعویض می

ري الکترومغناطیسی در فضاي خلاء با دو میدان بردا

)عمود برهم الکتریکی  ),E x t و مغناطیسی

( ) ,H x t شوند که در آن تعیین می𝑥  متغیر (سه

متغیر زمان است. ماکسول نشان داد  tاي) مکان ومؤلفه

که موقعیت دو میدان برداري الکتریکی و مغناطیسی 

مزبور در چنین شرایطی توسط دستگاه معادلات 

دیفرانسیل با مشتقات جزئی زیر موسوم به معادلات 

شوند (در اینجا فرض بر آن است که ماکسول تعیین می

 دو میدان برداري به شکل

( , , , ) ( , , )=E x y z t E E E1 2 3 
 و

( )( , , , ) , ,=H x y z t H H H1 2 3  

 هستند):

)1( 

, ,

, ,

, ,

, .

x y t x y t

y z t y z t

z x t z x t

x y z x y z

E E H H H E

E E H H H E

E E H H H E

E E E H H H

 − + = − − =

 − + = − − =

 − + = − − =


+ + = + + =

2 1 3 2 1 3

3 2 1 3 2 1

1 3 2 1 3 2

1 2 3 1 2 3

0 0

0 0

0 0

0 0

 

 

 قوانین پایستاري:

نظریه تقارن در فیزیک را یکی از کاربردهاي مستقیم 

توان در مفهوم قوانین پایستاري جستجو کرد. مفهوم می

] به 1تقارن به واسطه قضیه ارزشمند و مشهور نوتر [

جرأت اي که بهگونهخورد، بهقانون پایستاري گره می

ترین راه قابل اتکا براي توان گفت که این قضیه مهممی

یزیکی (یک مسئله محاسبه قوانین پایستاري یک کمیت ف

لاگرانژ -وردش یا یک دستگاه معادلات دیفرانسیل اویلر

 از منظر ریاضی آن) است. 

دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه     )]2[(. 1تعریف 

n- ام دلخواه( )( , )nx u∆ = متغیرهاي مستقل با 0

( ), , = … px x x1 و وابسته( ), , = … qu u u1  را

براي این دستگاه  قانون پایستاريگیریم. یک در نظر می

 صورت:یک رابطه تساوي به

( )Div P = 0 

 که هر جواب از دستگاهطوريبه است
( )( , )nx u∆ = 0 
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 در آن برقرار باشد. در اینجا

( , , )=  pP P P1 

)تایی مرتب از توابع هموار -pیک  )
, 

 
 

n

i
P x u 

 است.

توان نظریه قوانین پایستاري را از دیدگاه ریاضی می

تعمیمی از مفهوم انتگرال اولیه از نظریه معادلات 

دیفرانسیل منظم به معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی 

 دانست. 

)فرض کنیم . 2تعریف  ), , = … px x x1  و

( ), , = … qu u u1 و  متغیرهاي مستقل ترتیببه

 مانند nیک مسئله وردش مرتبه  وابسته

( )( ), nL x u dx= ∫ 

با تابع لاگرانژي 
( )

,
 
 
 

n
L x u  باشد (تعاریف مربوطه

qi] ببینید). براي هر 2[ از 4فصل  را در عملگر  1≥≥

صورت زیر تعریف      ام مسئله وردش به−i اویلر

 شود:می

( ): .∂
−=

∂
∑ J ii
J

J

E D
u

 

kتایی مرتب براي -kیک   𝐽در اینجا  ≥ دلخواه به  0

)شکل ), , = … kJ j j1 که هر یک از طورياست به

منظور از  .است 𝑝تا  1بین  عددي هاي آنمولفه
i
Ju∂

∂ 

… , ,نسبت به 𝑢𝑖 گیريعملگر مشتق kj jx x1  و است

 صورت ترکیبرا به 𝐷𝐽همچنین 

: …=
kJ j jD D D

1 

گیري عملگر مشتق jDکه در آن هر کنیم تعریف می 

 به شکل:

,

q
r

j I jj r
r I I

D u
x u=

∂ ∂
= +
∂ ∂

∑∑
1

 

است. متناظر با مسئله وردش مزبور در این تعریف، 

) معادله 𝑞با  دستگاه معادلات دیفرانسیل )
i

E L ≡ 0  

… , ,مجهول  𝑞و  qu u1  معادلات   را دستگاه    

 نامیم.می لاگرانژ-اویلر

توان ثابت کرد که هر جواب و هر تقارن از یک می

مسئله وردش یک جواب و یک تقارن از دستگاه 

 لاگرانژ نظیر آن نیز هست.-معادلات اویلر

)، 1935-1982شاید بتوان قضیه امی نوتر (

ترین نتایج یکی از تأثیرگذاردان شهیر آلمانی، را ریاضی

حساب تغییرات دانست که بر اساس آن، با در نظریه 

توان قوانین هاي یک مسئله وردش میداشتن تقارن

پایستاري مربوط به دستگاه معادلات دیفرانسیل    

 را محاسبه کرد.لاگرانژ نظیر آن -اویلر

 میدان برداري: . فرض کنیم)1918. (قضیه نوتر 3قضیه 

( , ) ( , )ξ η
= =

= ∂ + ∂∑ ∑i j

p q
i

jx u
i j

X x u x u
1 1

 

 مسئله وردشیک تقارن از 

( )( ), nL x u dx= ∫ 

,باشد. براي ,= j q1 دهیم:قرار می 

∑
=

−=
p

i

j
i

i
jj uvuQ

1
.),( ξη 

)تایی مرتب-qدر این صورت، , , )=  qQ Q Q1 

اي از یک قانون پایستاري براي معادله     مشخصه

عبارت  مزبور است. بهلاگرانژ مسئله وردش -اویلر
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)تایی مرتب-pتر،دقیق , , )=  pP P P1  از توابع بر

 که معادله:طوريوجود دارد به uو مشتقات xحسب

. ( ) ( )
=

= = ∑
q

j j
j

Div P Q E L Q E L
1

 

)لاگرانژ-یک قانون پایستاري براي معادله اویلر )E L = 0 

 خصوص اگراست. به

( )
,L x u dx

 
 
 

∫
1

 

 یک مسئله وردش مرتبه اول باشد آنگاه توابع:

iξ ,     ,  , ξ
= =

∂
= − = …

∂∑∑
q p

k j
i k j

j k k

LP L u i p
u1 1

1   

لاگرانژ متناظر -یک قانون پایستاري براي معادله اویلر

 تشکیل خواهند داد.

 

 روش ابراگیموف مقدمه 2

واقع از شد قضیه نوتر بهگونه که گفته اگرچه همان

ترین نتایج موجود در نظریه حساب تغییرات جمله مهم

حال این براي محاسبه قوانین پایستاري است، اما بااین

ترین قضیه خالی از نقاط ضعف نیز نیست. در واقع مهم

اشکال موجود در قضیه نوتر آن است که تنها براي 

تفاده است که محاسبه قوانین پایستاري معادلاتی قابل اس

لاگرانژ نظیر یک مسئله وردش با -خود، معادلات اویلر

همین خاطر، این قضیه لاگرانژي مشخص هستند. به

هایی که تعداد معادلات آنها خصوصاً در مورد دستگاه

برابر مجهولاتشان نیست (مثل معادلات ماکسول) تقریباً 

اً گونه معادلات اساسخالی از فایده است، زیرا براي این

تعریف لاگرانژي و مسئله وردش نظیر ممکن نیست. 

تبار سوئدي، دان روسحال نیل ابراگیموف، ریاضیبااین

ترتیب تحت هایی بهروش 2011و  2007هاي در سال

] ابداع کرد 4خودالحاقی [] و شبه3عناوین خودالحاقی [

که بر اساس آنها، امکان محاسبه قوانین پایستاري یک 

لاگرانژ نیز -ت دیفرانسیل حتی غیراویلردستگاه معادلا

وجود دارد. در این بخش به معرفی مقدمات مربوط به 

 پردازیم.ها میاین روش

با یک دستگاه معادله  دستگاه الحاقی متناظر. 4تعریف 

 مانند nدیفرانسیل مرتبه

( )( ), , , , ,  , , nF x u u u mα ≡ α… = …′ 0 1 

=,...,با متغیرهاي وابسته
m

u u u
1

(دقت کنید که  

تعداد معادلات و متغیرهاي وابسته برابر است)، 

، n دستگاهی است با مشتقات جزئی مجدداً از مرتبه

,متغیر وابسته m2داراي  ,..., , ,...,=
m m

u v u u v v
1 و  1

 صورت زیر:تعریف شده به

( ) ( )( ) ( )* , , , , , ,  

 , , .

m
n n v F

F x u v u v
u

m

β
β

α α
β

∂
≡

∂

α

∑
=

… =

= …
1

0

1
یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی را 

ααنامیم هرگاه با قرار دادنمی خودالحاقی uv در  =

 آن، دستگاه: نظیر یمعادله الحاق
( ) ( )( , , , ', ', , , ) ,

, ,

n nF x u u u u u u
m

α
α

∗ =

=

0
1





 

با دستگاه معادلات اصلی معادل باشد. همچنین این 

نامیم هرگاه تغییر می خودالحاقیشبهدستگاه را 

)مختصاتی مانند  )
α α

ϕ=v u  براي, ,α = … m1 

را به دستگاهی معادل با دستگاه اولیه تبدیل کند.  آن

خودالحاقی بدیهی است که هر دستگاه خودالحاقی، شبه

 نیز هست.
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زیر توان در قضیه ترین نتایج ابراگیموف را میمهم

 خلاصه کرد.

معادله  2mدستگاه معادلات دیفرانسیل ])3،4([. 5قضیه 

 :گیریمزیر را در نظر می nمرتبه  مجهولی 2mو

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )*

Δ , , , , ,

, , , ,

   

, , , , ,

, ,

n n

n

n n

x u v u v

F x u u

F x u v u v

m

α

α

α

…

 … ≡
= 


… ≡
= …

0

0

1 

Fαکه در آن
∗ ≡ Fαمعادله الحاقی متناظر با 0 ≡ است.  0

 همچنین فرض کنیم که میدان برداري

α
α

α

ξ η
= =

∂ ∂
= +

∂ ∂
∑ ∑
p mi

i
i

X
x u1 1

 

,یک تقارن از دستگاه  , ,F mα α= = …0 در باشد.  1

 صورت تابع: این

( ) ( )

( )

, , , , , 

, , ,

n n

m n

L x u v u v

v F x u u
β

β
β=

 
… 

 

 
= … 

 
∑

1

 

لاگرانژ -دستگاه معادلات اویلر Δاست که  لاگرانژي

 متناظر با مسئله وردش آن است. همچنین داریم:

Fαالف) اگر دستگاه  ≡ با آنگاه خودالحاقی باشد،  0

v=قراردادن  u  درL یک لاگرانژي براي این ،

علاوه، اگر براي هر دستگاه خواهیم داشت. به

, ,= …i p1 :تعریف کنیم 

)2(  

( )

( )

( )

C

,

i i

j j k

i ij ijk

j k

ij ijk

j k

ijk

L

LW D D D
u u u

L LD W D
u u

LD D W
u

α

α α α

α

α α

α

α

ξ=

    
    ∂ ∂ ∂

+ − +    
 ∂ ∂ ∂    

    
  
  ∂ ∂

+ − +  
 ∂ ∂  

  
 
 ∂

+ − 
∂ 

 





 

:که در آن 
α α α

η ξ
=

−= ∑
p j

j
j

W u
1

است، آنگاه   

,بردار تابعی  , = … 
 

p
C C C

1
یک قانون  

خواهد بود،        Δپایستاري براي دستگاه معادلات 

در ضابطه آن تعویض  𝑢𝛼را با  𝑣𝛼که اگر هر طوريبه

Fαکنیم یک قانون پایستاري براي دستگاه اولیه  ≡ 0   

 آید.دست میبه

Fαب) اگر دستگاه  ≡ واسطه تغییر خودالحاقی بهشبه 0

)مختصات )
α α

ϕ=v u  باشد، آنگاه بردار تابعی

, , = … 
 

p
C C C

1
یک قانون پایستاري براي  

که اگر هرطورينیز هست به Δدستگاه معادلات 
α

v  

)را با  )
α

ϕ u   در آن تعویض کنیم یک قانون

Fαپایستاري براي دستگاه  ≡  خواهیم داشت. 0

رسد که قضیه بالا نیز نظر میدر نگاه اول چنین به

Fαاولیه داراي این نقطه ضعف است که دستگاه  ≡ 0 

بایست داراي تعداد معادلات و متغیرهاي وابسته برابر می

گونه که در بخش بعد خواهیم حال، همانباشد.  بااین
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دید، در بسیاري مواقع و از جمله در رابطه با معادلات 

 ماکسول، این نقیصه ظاهري قابل حل است.

 

محاسبه قوانین پایستاري معادلات ماکسول  3

 خودالحاقیبا روش شبه

گیریم. ) را در نظر می1اکنون دستگاه معادلات ماکسول (

 معادله و شش مجهول است و به 8این دستگاه داراي 

دلیل همین عدم تساوي، امکان ساخت لاگرانژي متناظر 

و در نتیجه محاسبه قوانین پایستاري آن با استفاده از 

حال ابراگیموف در مقاله قضیه نوتر وجود ندارد. بااین

ا استفاده از روش خودالحاقی به محاسبه برخی ] و ب5[

قوانین پایستاري این دستگاه از معادلات دیفرانسیل 

پرداخته است. او ابتدا با حذف دو معادله آخر از دستگاه 

) خودالحاقی با یافتهرا به یک دستگاه (تقلیل ) آن1(

تعداد معادلات و مجهولات برابر شش تبدیل کرد و 

لاگرانژي و  5ز قسمت الف قضیه سپس با استفاده ا

یافته را، که تعدادي از قوانین پایستاري دستگاه تقلیل

قوانین پایستاري خود معادلات ماکسول نیز هستند، 

 محاسبه نمود.

اما روشی که ما در این مقاله دنبال خواهیم کرد 

خودالحاقی است. ما در ابتدا، برخلاف روش شبه

م از دستگاه معادلات ابراگیموف، دو معادله ردیف دو

ترتیب، دستگاه اینکنیم. به) را حذف می1ماکسول (

 شش معادله و مجهول

, , , , ,H H H E E E
1 2 3 1 2 3

 
 به صورت زیر خواهیم داشت:

)3(                

 

 

 

z x t

x y t

x y z

z x t

x y t

x y z

F E E H

F E E H

F E E E

F H H E

F H H E

F H H H



















= − + =

= − + =

= + + =

= − − =

= − − =

= + + =

1 3 2

1
2 1 3

2
1 2 3

3
1 3 2

4
2 1 3

5
1 2 3

6

0

0

0

0

0

0

 

 با انجام محاسبات لازم و با فرض

, , , , , =  
 

v v v v u u u
1 2 3 1 2 3

 

راببینید)،  5عنوان متغیرهاي جدید اضافه شده (قضیه به

 معادلات الحاقی متناظر با شش معادله بالا عبارتند از:

)4( 

*

*

*

*

*

*

 
x y z

x y t

x z t

x y z

x y t

x z t

F u u u

F u u v

F u u v

F v v v

F v v u

F v v u

= − + − =

= − − + =

= − + =

= − +














− =

= − − − =


= − −




=

3 2 1

1
2 3 1

2
1 3 2

3
3 2 1

4
2 3 1

5
1 3 2

6

0

0

0

0

0

0

 

 حال اگر

( )Δ:=Δ , , , ,  , , ,x y z t E H u v 

بدانیم، آنگاه   )4) و (3معادله ( 12را دستگاه حاصل از 

، لاگرانژي زیر را براي این دستگاه دوازده 5طبق قضیه 

 مجهولی خواهیم داشت:
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)5(    

:
z x t x y t

x y z z x t

x y t x y z

L u E E H u E E H

u E E E v H H E

v H H E v H H H

   = − + + − +   
   

   + + + + − −   
   
   + − − + + +   
   

1 1 3 2 2 2 1 3

3 1 2 3 1 1 3 2

2 2 1 3 3 1 2 3

 

 )3توان دید که دستگاه (از سوي دیگر، همچنین می

، مقایسه این دستگاه با خودالحاقی است. در واقعشبه

 صورت:به که با اعمال تغییر مختصات دهد) نشان می4(

)6( 

, ,

   ,                 ,

 ,  ,

u E v H

u E v H

u E v H

 = − = − 
  = = 
 
 = − = −
  

1 3 1 3

2 2 2 2

3 1 3 1
 

 خواهیم داشت:
* * *

* * *

,    ,   ,

,    ,   .

F F F F F F

F F F F F F

= = − =

= = − =

1 3 2 2 3 1

4 6 5 5 6 4

 

، با 5ذکر این نکته ضروري است که براساس قضیه 

خودالحاقی و نه شبه) 3توجه به اینکه دستگاه (

خودالحاقی است، بنابراین برخلاف روش ابراگیموف 

دستگاه را در اختیار نخواهیم ] لاگرانژي متناظر با این 5[

همین دلیل روش ادامه کار در این مقاله نسبتاً و به داشت

 بود.متفاوت خواهد 

 

 ):3یافته (هاي دستگاه تقلیلیافتن تقارن

۰Fبر اساس محک پایستاري

2.(قضیه  1 ])، میدان 2از [ 71

 برداري

α
α

α

ξ η
= =

∂ ∂
= +

∂ ∂
∑ ∑
p qi

i
i

X
x u1 1

 

1 Invariance criteria 

یک تقارن از دستگاه معادلات دیفرانسیل

( )
Δ ,
 
 
 

n
x u  است، هرگاه

( )
( ) Δ

n
X روي

)جا،هاي این دستگاه صفر شود. در اینجواب )nX 

 است.            𝑋ام میدان برداري -𝑛توسیع مرتبه 

) 1هاي دستگاه معادلات ماکسول (تعداد تقارن

] 5از [ 159و  158ضابطه آنها در صفحات  برابر هفده و

آمده است. براي یافتن زیرجبر لی بیشینه این جبر لی 

) باشد، کافیست 3هاي دستگاه (تقارنی که شامل تقارن

هاي مزبور و با استفاده از محک آنها را از میان تقارن

پایستاري بیابیم. براین اساس و با انجام محاسبات لازم 

 ) یافت:3زیر را براي دستگاه ( توان هشت تقارنمی

)7(   

( ) ( )
* *

. .  , ,

. .  , ,

, ,

, . , .  , .

Z E H
H E t

Z E H
E H x

Z t x y z
t x y z y

S E x t H x t
E H z

χ

χ

χ

χ

∂ ∂ ∂
= − =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + =

∂

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  ∂  ∂

0 0

1 1

2 2

3

 

توانند هر جواب دستگاه می ∗𝐻و   ∗𝐸در اینجا 

 ) باشند.1معادلات ماکسول (

 

 محاسبه قوانین پایستگی:

) از دستگاه معادلات 7هاي (پس از یافتن تقارن

امکان را داریم که با توجه به )، اکنون این 3دیفرانسیل (

خودالحاقی بودن این دستگاه و براساس قسمت ب شبه

، به محاسبه قانون پایستاري متناظر با هر یک 5از قضیه 

با توجه به اینکه گانه بپردازیم. هاي هشتاز این تقارن

محاسبات مربوطه اندکی طولانی است و نیاز به فضاي 

نحوه بررسی آنها را در  زیادي دارد در اینجا محاسبات و
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χمورد میدان تقارنی انتقال زمان 

0
با ارائه جزئیات  

ها را    دهیم و نتایج مربوط به سایر میدانتوضیح می

طور خلاصه در جدول انتهاي مقاله نمایش خواهیم به

 داد.

=/انتقال زمان   ∂ ∂0χ t: 

 داریم:  5نمادهاي موجود در قضیه با توجه به 

,  ,  , , , .i iαξ ξ η α= = = =0 1 0 1 2 3 
در ضابطه مربوط به   𝜂𝛼و   𝜉𝑖حال با جایگزین کردن 

  W
α

 خواهیم داشت: 

,    , , .α α α αη ξ α∑= − = − =j
j t

j
W u u 1 2 3 

) در رابطه لاگرانژي 6گذاري روابط (در ادامه با جاي

 دست خواهیم آورد:) به5(

 
W  اکنون با قرار دادن 

α
)، 2و لاگرانژي بالا در روابط (

قوانین پایستاري زیر متناظر با تقارن انتقال زمان را 

 خواهیم داشت:

.

t
t

t t t t t t
t t t t t t

t t t t

LC L u
u

L L L L L LL E E E H H H
E E E H H H

L E H E H H E H E

α
α

∂ξ
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −

           
= − − − − − − − − − −           − − − −           
= − + + −

0 0

3 2 1 3 2 1
3 2 1 3 2 1

2 3 3 2 2 3 3 2

 

,

t
x

t t t t t t
x x x x x x

t t t t t t

LC u
u

L L L L L LE E E H H H
E E E H H H

E E E E E E H H H H H H

α
α

∂
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −

           
= − − − − − − − − − −                      − − − −           

= − − + − −

1

3 2 1 3 2 1
3 2 1 3 2 1

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3
 

,

t
y

t t t t t t
y y y y y y

t t t t

LC u
u

L L L L L LE E E H H H
E E E H H H

E E E E H H H H

α
α

∂
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −

           
           = − − − − − − − − − −
           − − − −           

= − + + +

2

3 2 1 3 2 1
3 2 1 3 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1 

.

t
z

t t t t t t
z z z z z z

t t t t

LC u
u

L L L L L LE E E H H H
E E E H H H

E E E E H H H H

α
α

∂
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −

           
= − − − − − − − − − −                      − − − −           

= + + +

3

3 2 1 3 2 1
3 2 1 3 2 1

1 3 3 1 1 3 3 1
 

در جدول زیر نتایج مربوط به قوانین پایستاري متناظر با 
 :گانه ماکسول را داریمهاي هشتتقارن

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

:

,

z x t x y t

x y z z x t

x y t x y z

L E E E H E E E H

E E E E H H H E

H H H E H H H H

= − − + + − +

− + + − − −

+ − − − + +

3 1 3 2 2 2 1 3

1 1 2 3 3 1 3 2

2 2 1 3 1 1 2 3
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 . نتایج مربوط به قوانین پایستاري1جدول 

C 3 C 2 C 1 C 0  
میدان 
 تقارنی

+

+ +

1 3 3 1

1 3 3 1
t t

t t

E E E E

H H H H

  +

+ +

1 2 2 1

1 2 2 1
t t

t t

E E E E

H H H H

  − −

+ − −

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3
t t t

t t t

E E E E E E

H H H H H H

  − +

+ −

2 3 3 2

2 3 3 2
t t

t t

L E H E H

H E H E

 
X 0 

+

+ +

1 3 3 1

1 3 3 1
x x

x x

E E E E

H H H H

  +

+ +

1 2 2 1

1 2 2 1
x x

x x

E E E E

H H H H

  + − −

+ − −

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3
x x x

x x x

L E E E E E E

H H H H H H

  − +

+ −

2 3 3 2

2 3 3 2
x x

x x

E H E H

H E H E
  

X 1 

+

+ +

1 3 3 1

1 3 3 1
y y

y y

E E E E

H H H H

  + +

+ +

1 2 2 1

1 2 2 1
y y

y y

L E E E E

H H H H

  − −

+ − −

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3
y y y

y y y

E E E E E E

H H H H H H

  − +

+

2 3 3 2

2 3
y y

y

E H E H

H E  

X 2
 

+ +

+ +

1 3 3 1

1 3 3 1
z z

z z

L E E E E

H H H H

  +

+ +

1 2 2 1

1 2 2 1
z z

z z

E E E E

H H H H

  − −

+ − −

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3
z z z

z z z

E E E E E E

H H H H H H

  − +

+ −

2 3 3 2

2 3 3 2
z z

z z

E H E H

H E H E
  

X 3
 

0  0 0 0 Z 0  

+ +

+ +

1 3 3 1

1 3 3 1
z z

z z

L E E E E

H H H H

  

+

+ +

1 2 2 1

1 2 2 1
z z

z z

E E E E

H H H H

  
− −

+ − −

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3
z z z

z z z

E E E E E E

H H H H H H

  

− +

+ −

2 3 3 2

2 3 3 2
z z

z z

E H E H

H E H E
  

Z1 

.

 + + + + 
 
 + + + + 
 
 + + + + 
 

3 1 1 1 1

3 1 1 1 1

1 3 3 3 3

t x y z

t x y z

t x y z

z L

E tE xE yE zE

H tH xH yH zH

H tH xH yH zH

  

.

 + + + + 
 
 + + + + 
 
 + + + + 
 
 + + + + 
 

2 1 1 1 1

1 2 2 2 2

2 1 1 1 1

1 2 2 2 2

t x y z

t x y z

t x y z

t x y z

y L

E tE xE yE zE

E tE xE yE zE

H tH xH yH zH

H tH xH yH zH

  

.  + + + + 
 

 − + + + 
 
 − + + + 
 
 + + + + 
 
 − + + + 
 
 − + + + 
 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

t x y z

t x y z

t x y z

t x y z

t x y z

t x y z

x L E tE xE yE zE  

E tE xE yE zE

E tE xE yE zE

H tH xH yH zH

H tH xH yH zH

H tH xH yH zH

  
.

 − + + + 
 
 + + + + 
 
 + + + + 
 
 − + + + 
 

3 2 2 2 2

2 3 3 3 3

3 2 2 2 2

2 3 3 3 3

t x y z

t x y z

t x y z

t x y z

t L

H tE xE yE zE

H tE xE yE zE

 E tH xH yH zH

E tH xH yH zH

  

Z 2 

+ +

+ +

1 3 3 1

1 3 3 1
z z

z z

L E E E E

H H H H

  +

+ +

1 2 2 1

1 2 2 1
z z

z z

E E E E

H H H H

  − −

+ − −

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3
z z z

z z z

E E E E E E

H H H H H H

  − +

+ −

2 3 3 2

2 3 3 2
z z

z z

E H E H

H E H E
  

S 
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