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         هاي انقباضي در اين مقاله ما كلاس نگاشت: هديچك

ω α− كنيم و بعضي نتايج نقطه ثابت را      كييلر را معرفي مي-ميير−
كنيم. به عنوان نتيجه، قضاياي  ها پايه گذاري مي براي اين نگاشت
ضاهاي مدولار متري كه به ترتيب جزيي و گراف نقطه ثابت را در ف

آوريم. چند مثال براي نشان دادن كاربردي  مجهز هستند به دست مي
 بودن نتايج آورده شده است.

هاي انقباضينگاشت، فضاي متري مدولار :كلمات كليدي

ω α−  نقطه ثابت.، كييلر-ميير−

Abstract: In this paper, in the setting of modular 
metric spaces, we introduce the class of      
α ω− − Meir-Keeler contractive and we establish 
some results of fixed point. As consequences of 
these results, we deduce fixed point theorems in 
modular metric spaces endowed with a graph and 
in partially ordered metric spaces. Some examples 
are furnished to demonstrate the validity of the 
obtained results. 

Keywords: Modular metric space,   α ω− − Meir-
Keeler contractive mappings, Fixed point. 

 

 

 مقدمه 1

فضاهاي متري مدولار تعميم طبيعي از مدولارهاي 

قديمي روي فضاهاي خطي مانند، لبگ، اورليكس،  

لورنتز، -اورليكس، لورنتز، اورليكس-ميزلاك

كلدرانلوانفسكي و بسياري ديگر هستند.  فضاي مدولار 

تعريف شده است. مقدمه اين مفهوم  ]2-1[متري در  

از مدولار توجيه شده جديد به وسليه برداشت فيزيكي 

    صورت كه متر روي يك مجموعه  اينبه است.

دهنده فاصله غير منفي بين دو نقطه مجموعه است، نشان

دهنده ميدان ك مدولار نيز روي يك مجموعه نشاني

λها براي هر لحظهسرعت > است. در حقيقت  0

 ،سرعت متوسط

( ),x yλω 

زمان  yو xكند كه براي حركت بين دو نقطه بيان مي

λ هاي قديمي صرف شده است. اما در اين مقاله نسخه

در فضاهاي  ]3[و غيرخطي مدولار  كه توسط ناكانو 

 ]4[برداري و فضاهاي تابعي مدولار كه توسط  ميزلاك 
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گيريم. در  اند را در نظر ميريف  شدهتع ]5[و اورليكس 

هاي اخير محققان زيادي در زمينه رفتارهاي سال

0Fالكترورئولوژي

اند كه بعضي مواقع ها مطالعه كردهسيال 1

هاي هوشمند نام برده شده است (به از آن به عنوان سيال

عنوان مثال ليتيم پلي متاكريلات). يك مدل جالب براي 

و  pLه از فضاهاي لبگ، لبولو، ها با استفاداين سيال
, pW يك تابع  pبه دست آمده است كه در آن  1

در رابطه با نگرش رايج  راستا. در اين ]6[باشد  مي

، تبديل تابعي انرژي (كه ذاتاً به ]8-7[ مسئله ديركله

ف شده است) يك مسئله پيچيده وسيله مدولار تعري

باشد. در بسياري از  است كه شامل نرم لوكسانبرگ مي

نتايج و  ويژه در كاربردهاي عملگرهاي انتگراليموارد، به

نقاط ثابت و تقريبي، شرايط مدولار بسيار طبيعي است، 

تر توانند بسيار آسان هايي از نوع مدولار ميچون فرض

ر و نرم تمايز داده شوند. شان، يعني متاز نقطه مقابل

مطالعه وجود نقطه ثابت در فضاهاي تابعي مدولار اولين 

انجام شد و بعد از آن پژوهشگران   ]9[بار در مقاله 

پيدا كردند.  راستاعلاقه شديدي براي مطالعه در اين 

توانند براي اطلاع بيشتر در نظريه نقطه  خوانندگان مي

بيشتر در فضاهاي و براي اطلاع  ]10[ثابت به كتاب 

مراجعه كنند. در جهت  ]11[تابعي مدولار به كتاب 

هاي زيادي انجام شده تعميم اصل انقباضي باناخ تلاش

است كه نتيجه آن تعاريف گوناگون نامساوي انقباضي 

قضيه جالب  ]12[ ، ميير و كييلر1969باشد. در سال  مي

 زير را به دست آوردند.

)فرض كنيد  .1قضيه  , )X d يك فضاي متري كامل و

:T X X→  كه براي هرطورينگاشت باشد بهيك

                                           
1 Electro Rheology 

,x y X∈ و هرε > )، يك0 )δ ε > وجود داشته  0

 باشد كه 

( , ) ( , ) ,d x y d Tx Tyε ε δ ε≤ < + ⇒ < 
 دارد. فردبهمنحصريك نقطه ثابت  Tدر اين صورت 

هاي زيادي توسيع داده قضيه مييركييلر از جنبه

 و مراجع درون آن را ببينيد). ]15-13[است (شده

هاي انقباضي در اين مقاله ما كلاس نگاشت

ω α− كنيم و بعضي نتايج      كييلر را معرفي مي-ميير−

كنيم. به  گذاري ميها پايهبراي اين نگاشت نقطه ثابت را

عنوان نتيجه، ما قضاياي نقطه ثابت را در فضاهاي 

مدولاري كه به ترتيب جزيي و گراف مجهز هستند به 

ربردي آوريم. چند مثال براي نشان دادن كا دست مي

 بودن نتايج آورده شده است.

 ي ويك مجموعه ناته Xفرض كنيد 

: ( , ) [ , ]X Xω ∞ × × → ∞0 0 
ازاي هر يك تابع باشد. براي راحتي كار به

,x y X∈  وλ >  خواهيم نوشت 0

( , ) ( , , ).x y x yλω ω λ= 

 تابع )]2-1[( .1تعريف 

: ( , ) [ , ]X Xω ∞ × × → ∞0 0 
شود هرگاه شرايط  ناميده مي Xيك متر مدولار روي

 زير برقرار باشد:

)i (x y= اگر و فقط اگر براي هرλ > 0 ،

( , )x yλω = 0، 

)iiازاي هر ) به,x y X∈  وλ > داريم،  0

( , ) ( , )x y y xλ λω ω=، 

)iiiازاي هر )به, ,x y z X∈ و,λ µ >  داريم 0
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 ( , ) ( , ) ( , )x y x z z yλ µ λ µω ω ω+ ≤ +. 

 شرط 1اگر در تعريف 

)I’   (هر ازاي بهx X∈  وλ >  داريم، 0

 ( , )x xλω = 0 

 يك متر ωقرار دهيم، آنگاه گوييم  )iجاي شرط (هرا ب

 ωاست. گوييم مدولار متريك Xمدولار رويشبه

) iمنظم است هرگاه شرط ضعيف زير به جاي (Xروي

 :برقرار باشد

)i (x y= اگر و فقط اگر براي بعضيλ > 0 ،

( , )x yλω = 0. 

ازاي هر محدب است هرگاه به ωهمچنين گوييم 

, ,x y z X∈  و,λ µ >  داشته باشيم 0

.
( , ) ( , )

( , )

x y x z

z y

λ µ λ

µ

λω ω
λ µ

µ ω
λ µ

+ ≤
+

+
+

 

باشد،  Xمدولار روييك متر شبه ωگر ا. 1تبصره 

)آنگاه تابع  , )x yλλ ω→  نزولي است. در حقيقت

µاگر λ<  ، آنگاه0>

.
( , ) ( , ) ( , )

( , )
x y x x x y

x y
λ λ µ µ

µ

ω ω ω

ω
−≤ +

=
 

مدولار هيك متر شب ωفرض كنيد ]2-1[ .2تعريف 

xو  Xروي  X∈0 هاي  زير ثابت باشد.  مجموعه

 را در نظر بگيريد:

{ }
( )

: lim ( , )

X X x

x X x x

ω ω

λλ
ω

→∞

=

= ∈ =

0

0 0
 

 و

{ }

* * ( )
: ( )( ( , ) ) .

X X x
x X x x x

ω ω

λλ λ ω
=

= ∈ ∃ = < ∞
0

0

 

Xω  و*Xω شوند ه ميفضاهاي مدولار ناميد       

 ).x0(حول 

X*به وضوح در حالت كلي داريم، Xω ω⊂ .

    باشد.  در Xيك   مدولار روي  ωفرض كنيد 

   ثابت شده است كه يك فضاي متري مدولار ]1،2[

     تر غيربديهي مجهز شود. اين مترتواند به يك ممي

x,ازاي هربه y Xω∈ استصورت زير تعريف شدهبه: 

{ }( , ) inf 0 : ( , ) .d x y x yω λλ ω λ= > ≤. 

 محدب باشد آنگاهωهمچنين اگر 
*X Xω ω=  كه

x,ازاي هرتوان به اين مجموعه مشترك را مي y Xω∈ 

 به متر زير مجهز كرد:

{ }*( , ) inf : ( , )d x y x yω λλ ω= > ≤0 1 

2.ناميم. مثال لوكسانبرگ مياين فاصله را فاصله  ارائه   1

ترين انگيزه مهم ]16[ شده توسط خمسي و عبدو در

باشد. براي  براي توسعه نظريه فضاهاي متري مدولار مي

 مراجعه كنيد. ]1،2[توانيد به هاي بيشتر ميمثال

يك فضاي متري مدولار،  Xωفرض كنيد  .3تعريف 

M  يك زيرمجموعهXω و( )n nx يك دنباله در   0≤

Xω باشد. بنابراين 

)گوييم  )1( )n nx xبه نقطه  0≤ Xω∈ ،ω−

λازاي هر همگرا است هرگاه به > داشته  0

)باشيم  )lim ,nn
x xω

→∞
=1 را نقطه x. نقطه 1

ω−حدي دنباله( )n nx  ناميم، مي 0≤

)دنباله  )2( )n nx ناميم هرگاه  كوشي مي−ωرا  0≤

λازاي هر به >  داشته باشيم 0

( )
,
lim ,n mn m

x xω
→∞

=1 0، 
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)3( M  راω−گوييم هرگاه نقطه بستهω−

قرار دارد نيز  Mاي كه درحدي هر دنباله

 باشد، Mاي ازنقطه

)4( M  راω− كامل گوييم هرگاه هر دنباله

ω− كوشي در آنω−اي در همگرا به نقطه

M ،باشد 

)5( M  راω−كامل گوييم هرگاه داشته باشيم 

{ }
( )

sup ( , ) : ,
M

x y x y M
ωδ

ω= ∈ < ∞1
 

 

−αنگاشت مفهوم  ]17[صامت و همكارانش 

 زير تعريف كردند.صورت بهپذيرفتني را 
 

نگاشت روي يك خود Tفرض كنيد  ]17[ .4تعريف 

X و : [ , )X Xα × → يك تابع باشد. گوييم 0∞

T  يك نگاشتα−ي است هرگاه شرط زير پذيرفتن

 برقرار باشد:

( , ) ( , )x y Tx Tyα α≥ ⇒ ≥1 1 

پذيرفتني  −αنگاشت ]14[كاراپينار و همكاران 

 صورت زير تعريف كردند.مثلثي را به

روي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد  ]14[ .5تعريف 

X و: [ , )X Xα × → يك تابع باشد. گوييم  0∞

T  يك نگاشتα− پذيرفتني مثلثي است هرگاه

 ط زير برقرار باشد:ايشر

( ) ( , ) ( , )I x y Tx Tyα α≥ ⇒ ≥1 1، 

( , )
( ) ( , )

( , )
x z

II x y
z y

α
α

α
≥

⇒ ≥ ≥

1
1

1
 

 

پذيرفتني −αيك نگاشت  Tفرض كنيد  ]14[ .1لم 

xمثلثي  است. همچنين فرض كنيد  X∈0 اي وجود

)كه  طوريدارد به , )x Txα ≥0 0 )دنباله   ،1 )n nx را  0≤

nصورت به
nx T x= كنيم. در اين صورت  تعريف مي 0

m,ازاي هر به n∈  كهm n<  ،داريم

( , )m nx xα ≥1. 

 

 نتايج اصلي 2

اين فصل را با يك تبصره ساده ولي مفيد شروع 

 كنيم. مي
 

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد  .2تبصره 

ازاي صورت بهن منظم است.  در ايωكه طوريباشد به

x,هر  y Xω∈  كهx y≠ ،داريم( , )x yλω > 0. 

xبرهان: فرض كنيد  y≠ فرض كنيد .λ > اي 0

) كهطوريوجود دارد به , )x yλω =
0

. حال از منظم 0

xگيريم  نتيجه مي ω بودن y=  .كه يك تناقض است

□ 
ωهاي انقباضي نگاشت α−     كييلر را -ميير−

 كنيم.     صورت زير تعريف ميبه

روي فضاي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد .6تعريف 

باشد. همچنين فرض كنيدXω متري مدولار

: [ , )X Xω ωα × →  Tيك تابع باشد. گوييم  0∞

ωنگاشت انقباضي يك  α− كييلر است هرگاه -ميير−

x,براي هر y Xω∈ رو هε > 0،( )δ ε > وجود  اي 0

 داشته باشد كه

)1(                 
( , )

( , )
( , ) .

x y
x y

Tx Ty

λ

λ

ε ω ε δ
α

ω ε

≤ < +
 ≥
⇒ <

1                                           

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .3تبصره 

منظم است. همچنين فرض كنيد  ωكه طوريباشد به
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T  نگاشت انقباضي يكω α− باشد.  كييلر-ميير−

x,ازاي هر هبنابراين ب y X∈  وλ > xكه  0 y≠  و

( , )x yα  ، داريم1≤

( , ) ( , ).Tx Ty x yλ λω ω< 

xهمچنين اگر  y= آنگاه ( , )Tx Tyλω = . يعني 0

x,ازاي هر به y X∈  وλ > )كه  0 , )x yα ≥1 ،

 داريم

( , ) ( , ).Tx Ty x yλ λω ω≤ 

xبرهان: چون  y≠  ازاي هر به 1بنابراين از تبصره

λ > )داريم:  0 , )x yλω > δ. فرض كنيد 0 > و  0

( , )x yλε ω=پس . 

( , ) ( , )x y x yλ λω ω δ ε δ< + = + 

 ) داريم1در نتيجه از (

  ( , ) ( , ).Tx Ty x yλ λω ε ω< = □ 

 ايم اولين قضيه اين مقاله را اثبات كنيم. آماده حال

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد  .2قضيه 

ω−كه طوريبه ،كامل باشدω  منظم است. همچنين

وXωروي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد 

: [ , )X Xω ωα × → كه طورييك تابع باشد به 0∞

 شرايط زير برقرار است:

)i (T  يك نگاشتα−،پذيرفتني مثلثي  است 

)ii (T  نگاشت انقباضي يكω α− كييلر -ميير−

 است،

)iii (هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

)كه طوريبه , )x Txα ≥0 0 )و  1 , )x Txλω < ∞0 0. 

)iv (T  يك نگاشتω−است.  پيوسته 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , )x yα  فرد است.به گاه نقطه ثابت منحصر، آن1≤

xكنيد برهان: فرض X∈0 اي وجود داشته باشد

( , )x Txα ≥0 0 }. دنباله پيكارد 1 }n nx صورت را به 0≤
n

n nx T x Tx −= =0 يك  Tكنيم.  چون  تعريف مي 1

    1پذيرفتني مثلثي است بنابراين از لم −αنگاشت 

m,هر ازاي به n∈  كهm n<  ،داريم

( , )m nx xα nاگر  .1≤ ≥0       وجود داشته باشد 0

nxه كطوريبه x +=
00 يك نقطه  T، آنگاه به وضوح 1

nثابت دارد. بنابراين براي هر ≥ كنيم  فرض مي 0

n nx x += n براي 1. در اين صورت از تبصره 1 ≥ 0 

)داريم , )n nx xλω + >1 بردن كار.  در نتيجه با به0

 داريم 2تبصره 

( , ) ( , )
( , ) .

n n n nx x x x
x x

λ λ

λ

ω ω
ω
+ −<

< < < ∞

1 1

0 1

 

دهنده آن است كه دنباله  اين نشان

{ ( , )}n n nc x xλω += باشد و  نزولي مي 1

( , )n n nc x xλω += < }.  پس دنباله 1∞ }nc  به يك

در نظر  cا كند. آن عدد رعدد غيرمنفي حقيقي ميل مي

cگيريم. در ادامه نشان خواهيم داد كه مي = .  بنابر 0

cبرهان خلف فرض كنيم  > .  در اين صورت براي 0

nهر ≥  داريم  0

)2(               ( , ).n nc x xλω +< < 10       

cεفرض كنيد  = > بر فرض . درنتيجه بنا0

( )δ ε > ) برقرار است. 1كه (طورياي وجود دارد به0

ε ،nر تعريف از طرف ديگر بناب ∈0 اي وجود دارد

 كهطوريبه

( , ) .n n nc x xλε ω ε δ+< = < +
0 0 0 1 
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 ) داريم1حال از (

( , )

( , )
n n n

n n

c x x

Tx Tx
λ

λ

ω

ω ε
+ + +

+

=

= <
0 0 0

0 0

1 1 2

1
 

cكه يك تناقض است. پس  = . يعني براي هر 0

λ >  داريم0

lim ( , ) .n nn
x xλω +→∞

=1 0 

)دلخواه εبراي هر  )δ ε >           اي وجود دارد0

) برقرار است. بدون از دست دادن كليت 1كه (طوريبه

δتوان فرض كرد مي ε<چون . c = . بنابراين 0

N ∈0كه براي هرطورياي وجود دارد بهn N≥ 0 

 داريم

)3(           ( , ) .n n nc x xλω δ− −= <1 1 

kد كه براي هر در ادامه نشان خواهيم دا N≥ 0 ،

l∈  وλ >  عبارت زير برقرار است  0

)4(                ( , )k k lx xλω ε+ <                                              

l) براي 4) و (3د كه (يتوجه داشته باش برقرارند.   1=

اي برقرار باشد.  m∈) براي 4فرض كنيد رابطه (

 يعني

)5(              ( , ) .k k mx xλω ε+ <                                                  

lبراي     m=  ) داريم5) و (3از ( 1+

)6(      
( , ) ( , )

( , ) .

k k m k k

k k m

x x x x

x x

λ λ

λ

ω ω

ω ε δ

− + −

+

≤

+ < +

1 1
2

2

                           

kهمچنين چون  k m− < بنابراين  ،1+

( , )k k mx xα − + ≥1 ). حال اگر1 , )k k mx xλω ε− + ≥1، 

 ) داريم6) و (1(لذا از 

( , ) ( , ) ,k k m k k mx x Tx Txλ λω ω ε+ + − += <1 1 

 ) برقرار است.4و اين يعني (

)اگر  , )k k mx xλω ε− + بردن كارآنگاه با به 1>

 آوريم به دست مي 2تبصره 

( , ) ( , )
( , ) .

k k m k k m

k k m

x x Tx Tx
x x

λ λ

λ

ω ω
ω ε

+ + − +

− +

=
≤ <

1 1

1

 

l) براي 4در نتيجه ( m= برقرار است. پس براي  1+

λو  l∈براي هر >  عبارت زير برقرار است  0

( , )k k lx xλω ε+ < 
)يعني ثابت كرديم دنباله )n nx ≥0،ω− .كوشي است

x*كامل است، بنابراين −Xω ،ωچون Xω∈ اي

lim*كه طوريوجود دارد به ( , )nn
x xω

→∞
=1 . حال از 0

ω− پيوسته بودنT آوريم، به دست مي 
* *lim ( , ) lim ( , ) .n nn n

x Tx Tx Txω ω+→∞ →∞
= =1 1 1 0 . 

 توان نوشت پس مي
* * *

*

( , ) ( , )

( , ),
n

n

x Tx x x
x Tx

ω ω

ω
+

+

≤

+
2 1 1

1 1

 

آوريم،  دست ميين بهكه با حدگيري از طرف
* *( , )x Txω =2 *. پس 0 *x Tx= چون  ،ω  منظم

 است.

,فرض كنيد براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته

)باشيم  , )x yα x. حال اگر 1≤ y≠  آنگاه از تبصره

 آوريم به دست مي 2

( , ) ( , ) ( , )x y Tx Ty x yλ λ λω ω ω= < 
xكه اين يك تناقض است، پس  y= يعني .T  يك

    فرد دارد.بهنقطه ثابت منحصر

پيوسته نيستند −ωهايي كه خودنگاشتبراي 

 ير را داريم.قضيه ز

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .3قضيه 

ω−كه طوريكامل  باشد بهω  منظم است. همچنين
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و Xωروي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد 

: [ , )X Xω ωα × → كه طورييك تابع باشد به 0∞

 شرايط زير برقرار است:

)i (T  يك نگاشتα−،پذيرفتني مثلثي  است 

)ii (T  نگاشت انقباضي يكω α− كييلر -ميير−

 است،

)iii (هر اي ازبهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

)كه طوريبه , )x Txα ≥0 0 )و  1 , )x Txλω < ∞0 0. 

)iv اگر  (( )n nx      باشد Xωيك دنباله در  0≤

)كه طوريبه , )n nx xα + ≥1 limو  1 nn
x x Xω→∞
= ∈، 

)داريم  n∈آنگاه براي هر  , )nx xα ≥1. 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , )x yα  فرد است.به، آنگاه نقطه ثابت منحصر1≤

xكنيد فرض :برهان X∈0 اي وجود داشته باشد

( , )x Txα ≥0 0 دنباله پيكارد   2. همانند برهان قضيه 1

{ }n nx xرا در نقطه آغارين 0≤ دست طوري به 0

−x،ω*كوشي  باشد و به نقطه −ω آوريم  كه مي

nهمگرا باشد.  همچنين براي هر  m<  دست به

)آورديم , )n mx xα )  براي هر iv.  پس از  (1≤

n∈   ،داريم*( , )nx xα . در نتيجه بنابر تبصره 1≤

 داريم 2
* *

1
*

( , ) ( , )

( , ).
n n

n

x Tx Tx Tx

x x
λ λ

λ

ω ω

ω
+ =

≤
 

 توان نوشت پس مي
*lim ( , ) .nn

x Txλω +→∞
=1 0 

 بنابراين
* * *

*

( , ) lim[ ( , )

( , )]

nn

n

x Tx x x

x Tx

ω ω

ω

+→∞

+

≤

+ =

2 1 1

1 1 0
 

*پس  *x Tx= چون  ،ω ها منظم است. ديگر قسمت

   شوند. انجام مي 2رهان قضيه همانند ب

Xفرض كنيد  . 1مثال  =  هرازاي به,x y Xω∈ 

λو هر >  به متر مدولار زير مجهز شده باشد 0

(| | | |) ,
( , )

.

x y x y
x y

x y
λω λ

 + ≠= 
 =

1

0
 

T:همچنين  X Xω ω→  و

: [ , )X Xω ωα × → هاي زير صورترا به 0∞

 كنيم تعريف مي

sin ( , ),

[ , ],

ln ( , ),

( , )

x x

x x
Tx

x x

x

 ∈ −∞

 ∈
= 

+ ∈


+∞


2

8

5

0
1 01
8

1 1 2
1 2
4

 

 و

[ , ],
( , )

[ , ].

x y
x y

x y
α

 ∧ ∈= 
 ∨ ∉


1 01
2
1 01
9

 

)اگر  , )x yα ,آنگاه 1≤ [ , ]x y ∈ . از طرف ديگر 01

]براي هر , ]w ∈ ]، داريم 01 , ]Tw ∈ . يعني 01

( , )Tx Tyα ). همچنين اگر 1≤ , )x yα و  1≤

( , )y zα ,آنگاه 1≤ , [ , ]x y z ∈ . پس 01

( , )x zα            يك نگاشت Tدر نتيجه  .1≤

α−مثلثي  است. اگر   پذيرفتني( )n nx يك دنباله  0≤

)كه طوريباشد به Xωدر  , )n nx xα + ≥1 و 1

lim nn
x x Xω→∞
= داريم  n∈آنگاه براي هر  ،∋

[ , ]nx ∈ ]دده . اين نتيجه مي01 , ]x ∈ . پس براي 01

)،  n∈هر  , )nx xα ≥1 . 
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)وضوح به , )Tα ≥0 0 . فرض كنيد 1

( , )x yα )و  1≤ , )x yλε ω ε δ< < كه در آن  +

,ε δ > ,. بنابراين 0 [ , ]x y ∈ و  01

(| | | |)x y ε δ
λ

+ < +
 .  پس داريم1

( , ) (| | | |)

(| | | | )

(| | | |)

( ).

Tx Ty Tx Ty

x y

x y

λω λ

λ

λ

ε δ

= +

= +

≤ +

< +

2 2

1

1
8
1

8
1
8

 

δحال با قرار دادن  ε≤
7
8

) برقرار است. 1(شرط  

ωنگاشت انقباضييك  Tيعني α− كييلر است. -ميير−

يك نقطه  Tبرقرار است و 2ضيه بنابراين همه شرايط ق

 ثابت دارد.

x,هر ازاي به 2اگر در قضيه  y Xω∈    قرار دهيم

( , )x yα  آيد. نتيجه زير به دست ميآنگاه ، 1=

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .1نتيجه 

ω−كه طوريكامل  باشد بهω  منظم است. همچنين

 است. Xωروي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد

)i (هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

)كه طوريبه , )x Txλω < ∞0 0. 

)ii براي هر)  اگر,x y Xω∈ و هرε > 0 ،

( )δ ε >  وجود داشته باشد كه اي 0

( , )
( , ) ,
x y
Tx Ty

λ

λ

ε ω ε δ
ω ε

≤ < +
⇒ <

 

 .دارد فردبهمنحصريك نقطه ثابت  Tدر اين صورت

Xفرض كنيد . 2مثال  = 2  به متر مدولار زير مجهز

 شده باشد

(( , ), ( , ))
| | | | .

a b a b
a a b b
e e

λ

λ λ

ω
− −

= +

1 1 2 2

1 2 1 23
2

 

كامل −ωيك فضاي متري مدولار  Xωوضوح به

T:همچنين نگاشت  است. X Xω ω→  را         

 كنيم زير تعريف ميصورت به

( , ) , .bT a b a =  
 2

 

δحال با قرار دادن  ε≤
1
2

برقرار  1نتيجه ) ازii(شرط  

دارد (اينجا  فردبهمنحصر يك نقطه ثابت Tاست، يعني 
* ( , )x =  ).است Tنقطه ثابت  00

)حال اگر فضاي متري كامل  , )d

را  در نظر  2

 بگيريم كه

(( , ), ( , )) | | | |,d x y u v x u y v= − + − 

كييلر نقطه ثابت پيدا -توان براي قضيه مييرآنگاه نمي

εكرد. در حقيقت براي  δو هر 1= >  داريم  0

(( , ), ( , )) ,d ε δ= < +2 0 1 0 1 
 اما

( ( , ), ( , )) (( , ), ( , )) .d T T d ε= = ≥2 0 1 0 0 2 01 1
 

 فرض كنيد مجموعه .3مثال 

{ : , }X n n
n

= ∈ ≥

1 4 

|به متر مدولار  |( , ) x yx yλω λ
−

مجهز شده باشد.   =

كامل −ωيك فضاي متري مدولار  Xωوضوح به

T:است.  همچنين نگاشت  X Xω ω→  را        

 كنيم زير تعريف ميصورت به

.Tx x= 2 
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Tλω,وضوح به
   < ∞  

  

1 1
4 4

.  حال با قرار دادن 

δ ε≤
1
2

 Tبرقرار است، يعني  1 نتيجه)  ازii(شرط  

 دارد.  فرد بهمنحصر يك نقطه ثابت

X.  فرض كنيد مجموعه 4مثال  =  به متر مدولار 

| |,
( , )

| |
x y

x y
x yλ

λ
ω

λ
∞ < −

=  ≥ −0
 

يك فضاي متري  Xωمجهز شده باشد.  به وضوح 

كامل است.  همچنين نگاشت −ωمدولار 

:T X Xω ω→  كنيم زير تعريف ميورت صبهرا 

Tx x k= + 
برقرار  1ن بررسي كرد كه شرايط نتيجه اتو به آساني مي

 دارد. فردبهمنحصر يك نقطه ثابت Tاست و 

 

كييلر در فضاهاي متري -نتايجي از نوع ميير 3

 مدولاري كه به يك گراف مجهز شده است

آورده شده است، فرض كنيد  ]18[همانطور كه در 

( , )Xω ω  يك فضاي متري مدولار باشد و قطر ضرب

Xدكارتي  Xω ω×  مشخص شده باشد. گراف ∆ را با

)را در نظر بگيريد كه  Gدار جهت )V G  مشخص

)كننده رئوس و  )E G ها در مشخص كننده يال

)است، و همچنين Xωمجموعه  )E G  شامل همه

)يعني  ،باشد ها ميگره )E G∆ كنيم  كه  فرض مي.  ⊇

( )E G ي نداشته باشد.  پس گراف هاي موازيالG 

)را با  ( ), ( ))V G E G علاوهكنيم. به مشخص مي  

گيريم (صفحه دار درنظر ميرا گراف وزن Gگراف 

را ببينيد) كه در آن به هر يال فاصله بين   ]19[از  309

و  xدهيم. اگر  تصاص ميرئوس آن را به عنوان وزن اخ

y  دو رأس در گرافG  ،يك گذر از آنگاه باشندx 

Nبه طول  yبه  ∈  دنباله ( )N
i ix 1Nاز  0= + 

xرأس است كه  x=0 ،Nx y= و( , )i ix x−1         

), , ,i N= 1 2.( 

)فرض كنيد  ]18[ .7تعريف  , )X d   يك فضاي متري

مجهز است.  گوييم نگاشت  Gباشد كه به گراف 

:T X X→ يكG−ترانقباضي باناخ يا ساده   

G− انقباضي است هرگاهT هاي يالG   ،را حفظ كند

 يعني

( , ) ( ) ( , ) ( )x y E G Tx Ty E G∈ ⇒ ∈ 
x,ازاي هر و همچنين به y X∈ ،( , )α ∈ 0 اي وجود 1

 كهطوريبهداشته باشد 

( , ) ( , ).d Tx Ty d x yα≤ 

T:فرض كنيد  ]18[ .8تعريف  X X→  يك

) نگاشت باشد و )N
i ix دلخواهي باشد كه يك دنباله  0=

، n∈همگرا است و براي هر  xبه 

( , ) ( )n nx x E G+      يك نگاشت T. گوييم 1∋

G− پيوسته است هرگاهlim n
n

Tx Tx
→∞

=. 

اد كه با استفاده ازنتايج واهيم ددر اين فصل نشان خ

،  قضاياي  نقطه ثابت زيادي در فضاي دست آمدهبه

دست به آساني بهGمتري مدولار مجهز به گراف 

 آيند.  مي

روي فضاي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد  .9تعريف 

مجهز است.   Gباشد كه به گراف  Xωمتري مدولار 

−Gωنگاشت انقباضي يك  Tگوييم  كييلر -ميير−
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x,است هرگاه  براي هر y Xω∈ و هرε > 0 ،

( )δ ε >  داشته باشد كه وجود اي 0

( , )
( , ) ( )

( , ) .

x y
x y E G

Tx Ty

λ

λ

ε ω ε δ

ω ε

≤ < +
 ∈
⇒ <

 

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد  .4قضيه 

ω− كامل  باشد كه به گرافG  مجهز است وω 

 خودنگاشتيك  Tمنظم است. همچنين فرض كنيد 

 باشند: كه شرايط زير برقرار ميطوريباشد به Xωروي 

( )i هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

 كهطوريبه

 ( , ) ( )x Tx E G∈0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )iiT  يك نگاشتω−است،  پيوسته 

( )iii( , ) ( ) ( , ) ( )x y E G Tx Ty E G∈ ⇒ ∈، 

( )iv        
( , ), ( , ) ( )

( , ) ( ).
x z z y E G

x y E G
∈

⇒ ∈
، 

( )vT  نگاشت انقباضي يكGω− كييلر -ميير−

 است.

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , ) ( )x y E G∈ ، فردبهنحصرمنقطه ثابت آنگاه 

 است.

:تابع برهان: [ , )X Xω ωα × → را به اين  0∞

)كنيم كه اگر  صورت تعريف مي , ) ( )x y E G∈  

)آنگاه  , )x yα =  و در غير اين صورت 2

( , )x yα = ). اگر 0 , )x yα آنگاه  1≤

( , ) ( )x y E G∈ از طرف ديگر از .( )iii  داريم

( , ) ( )Tx Ty E G∈ يعني  .( , )Tx Tyα ≥1 .

)همچنين اگر  , )x yα )و  1≤ , )y zα آنگاه  1≤

( , ), ( , ) ( )x z z y E G∈ پس از  .( )iv ت دسبه

) آوريم مي , )x zα يك نگاشت  Tدر نتيجه  .1≤

α−آساني از پذيرفتني مثلثي  است.  به( )i دست به

)آوريم   مي , )x Txα ≥0 0 1. 

)فرض كنيد  , )x yα  و 1≤

( , )x yλε ω ε δ< < + 

ε,كه در آن δ > ). بنابراين 0 , ) ( )x y E G∈  و 

( , ) .x yλε ω ε δ< < + 

)بنابراين از  )v گيريم  نتيجه مي( , )Tx Tyλω ε<  .

      اشت انقباضينگيك  Tپس ثابت كرديم 

ω α− كييلر است. از اين رو همه شرايط برقرار -ميير−

يك نقطه ثابت دارد.  همچنين اگر براي هر  Tاست و

, ( )x y Fix T∈  داشته باشيم( , ) ( )x y E G∈  ،

,آنگاه  براي هر  ( )x y Fix T∈  خواهيم داشت

( , )x yα  T،  كه  در اين مورد نقطه ثابت1≤

 □  است. فردبهمنحصر

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .5قضيه 

ω− كامل  باشد كه به گرافG  مجهز است وω 

 خودنگاشتيك  Tمنظم است. همچنين فرض كنيد 

كه  شرايط  زير برقرار طوريباشد به Xωروي 

 باشند: مي

( )i هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

 كهطوريبه

 ( , ) ( )x Tx E G∈0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )ii( , ) ( ) ( , ) ( )x y E G Tx Ty E G∈ ⇒ ∈، 
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( )iii       

( , ), ( , ) ( )
( , ) ( ).

x z z y E G
x y E G

∈
⇒ ∈

، 

( )ivT  نگاشت انقباضييك Gω− -ميير−

 كييلر است،

( )iv   اگر( )n nx     باشد Xωيك دنباله در  0≤

 كهطوريبه

 ( , ) ( ),n nx x E G+ limو  1∋ nn
x x Xω→∞
= ∈ 

)داريم  n∈براي هر  آنگاه , ) ( )nx x E G∈.  در

علاوه اگر براي يك نقطه ثابت دارد. به Tاين صورت

,هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم( , ) ( )x y E G∈

 فرد است.بهگاه نقطه ثابت منحصر، آن

: رض كنيد تابعبرهان: ف [ , )X Xω ωα × → ∞0 

باشد.  همانند برهان   43همان تابع  در برهان قضيه 

)توانيم بررسي كنيم كه شرايط مي 4قضيه  )i  تا( )iii 

)برقرارند. اگر 3از قضيه  )n nx  Xωيك دنباله در 0≤

)كه  طوريباشد به , )n nx xα + ≥1  و 1

lim ,nn
x x X ω→∞

= ∈ 

)داريم  n∈براي هر آنگاه  , ) ( )n nx x E G+ ∈1 ،

)كه از  )iv  گيريم نتيجه مي( , ) ( )nx x E G∈ پس .

)،  n∈براي هر  , )nx xα . بنابراين همه  1≤

)شرايط  )i  تا( )iv  برقرارند. در نتيجه  3از قضيهT 

يك نقطه ثابت دارد. همچنين اگر براي هر 

, ( )x y Fix T∈ باشيم  داشته( , ) ( )x y E G∈ ،

,گاه  براي هر آن ( )x y Fix T∈  خواهيم داشت

( , )x yα  T، كه در اين مورد نقطه ثابت 1≤

 □  است. فردبهمنحصر

 

كييلر در فضاهاي متري -نتايجي از نوع ميير 4

ي مجهز مدولاري كه به يك ترتيب جزئ

 اندشده
هاي جزئي در بررسي وجود  نقاط  ثابت  در مجموعه

يك فضاي متري مدولار و  Xωانجام شد. اگر  ]20[

( , )Xω يك مجموعه مرتب جزئي باشد،  در آن  ≥

يك فضاي متري مدولار مرتب  Xωصورت گوييم 

پذير را مقايسه Xωاز  yو  xاست.  دو عنصر  جزئي

xگوييم هرگاه  y≤  ياy x≤ نگاشت  .

:T X X→  را صعودي ناميم هرگاهx y≤  نتيجه

Txدهد  Ty≤. 

روي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد   .10تعريف 

  ≥باشد كه به ترتيب جزئي  Xωفضاي متري مدولار 

−ω        شت انقباضينگايك  Tگوييم  مجهز است.

x,كييلر جزئي است هرگاه  براي هر-ميير y Xω∈  و

εهر > 0 ،( )δ ε >  وجود داشته باشد كه اي0

( , )
( , ) .

x y
Tx Ty

x y
λ

λ

ε ω ε δ
ω ε

≤ < +
⇒ < ≤

 

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .6قضيه 

ω− مجهز است و  ≥كامل  باشد كه به ترتيب جزئي

ω  منظم است. همچنين فرض كنيدT  يك

يط زير كه  شراطوريباشد به Xωروي  خودنگاشت

 باشند: برقرار مي

( )i هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

xكه طوريبه Tx≤0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )iiT شت يك نگاω−است،  پيوسته 

( )iiiT ،يك نگاشت صعودي است 
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( )ivT  نگاشت انقباضي يكω−كييلر -ميير

 جزئي  است.

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيمx y≤ ، آنگاه

 فرد است.بهنقطه ثابت منحصر

: تابع برهان: [ , )X Xω ωα × → را به اين  0∞

xكنيم كه اگر  صورت تعريف مي y≤ آنگاه

( , )x yα = ) و در غير اين صورت 2 , )x yα = 0. 

)اگر  , )x yα xآنگاه  1≤ y≤ از طرف ديگر از .

( )iii   داريمTx Ty≤ يعني  .( , )Tx Tyα ≥1 .

)همچنين اگر  , )x yα )و  1≤ , )y zα آنگاه  1≤

x y≤  وy z≤آوريم  دست مي.  پس به

( , )x zα            يك نگاشت Tدر نتيجه  .1≤

α− پذيرفتني مثلثي  است.  به آساني از( )i  به دست

)آوريم   مي , )x Txα ≥0 0 1. 

)فرض كنيد  , )x yα  و 1≤

( , )x yλε ω ε δ< < + 

ε,كه در آن δ > x. بنابراين 0 y≤  و

( , )x yλε ω ε δ< < ).  بنابراين از + )iv  نتيجه

)گيريم  مي , )Tx Tyλω ε< پس ثابت كرديم  .T 

ωنگاشت انقباضي يك  α− كييلر است. از اين -ميير−

يك نقطه ثابت دارد.   Tرو همه شرايط برقرار است  و

,همچنين اگر براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

x y≤  ، براي هر آنگاه, ( )x y Fix T∈  خواهيم

)داشت  , )x yα  T،  كه  در اين مورد نقطه ثابت 1≤

 □  است. فردهبمنحصر

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .7قضيه 

ω− مجهز است و   ≥كامل  باشد كه به ترتيب جزئي

ω  منظم است. همچنين فرض كنيدT  يك

كه شرايط زير طوريباشد به Xωروي  ودنگاشتخ

 باشند: برقرار مي

( )i هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

xكه طوريبه Tx≤0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )iiT ،يك نگاشت صعودي است 

( )iiiT  نگاشت انقباضي يكGω− -ميير−

 كييلر است،

( )v   اگر( )n nx  Xωدي در يك دنباله صعو 0≤

limكه طوريباشد به nn
x x Xω→∞
= براي هر آنگاه   ،∋

n∈  داريمnx x≤. 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيمx y≤ ، آنگاه

 نقطه ثابت منحصر به فرد است.

:برهان: فرض كنيد تابع [ , )X Xω ωα × → ∞0 

باشد.  همانند برهان قضيه   6همان تابع در برهان قضيه 

)مي توانيم  بررسي  كنيم كه شرايط  6 )i  تا( )iii  از

)برقرارند.  اگر  3قضيه  )n nx يك دنباله صعودي  در  0≤

Xω كه طوريباشد بهlim nn
x x Xω→∞
= آنگاه .  ∋

nداريم  n∈براي هر  nx x +≤ )، كه از 1 )v   نتيجه

nxگيريم  مي x≤ پس براي هر  .n∈  ،

( , )nx xα ). بنابراين همه شرايط 1≤ )i  تا( )iv  از

قطه ثابت دارد.  يك ن Tبرقرارند. درنتيجه   3قضيه 

,همچنين اگر براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

x y≤  ، براي هر آنگاه, ( )x y Fix T∈  خواهيم
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)داشت  , )x yα  T،  كه  در اين مورد نقطه ثابت1≤

 □  است. فردبهمنحصر

 

 هايي  از نوع انتگرالي انقباضي 5

هاي مجموعه همه نگاشت Φفرض كنيد 

:[ , ) [ , )φ +∞ → +∞0 كه در شرايط زير صدق  0

 كنند: مي

φهر  )1( ∈Φهاي فشرده روي زير مجموعه

[ ,  پذير است،تابع  لبگ  اندازه  0∞+(

φراي هر  ب )2( ∈Φ  و هرε >  ، داريم0

( ) .d
ε

φ τ τ >∫
0

0 

توانيم نتايج  قضاياي قبل ما مي برهانبا روش مشابه  با 

 زير را به دست بياوريم.

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد  .8قضيه 

ω−كه طوريكامل باشد بهω  منظم است. همچنين

و Xωروي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد

: [ , )X Xω ωα × → كه طورييك تابع باشد به 0∞

 شرايط زير برقرار است:

)i (T  يك نگاشتα−،پذيرفتني مثلثي  است 

)ii (براي هر,x y Xω∈  هروε > 0 ،

( )δ ε >  وجود داشته باشد كه  اي0
( , )

( , )

( )

( , )

( ) .

x y

Tx Ty

d

x y

d

λ

λ

ω

ω

ε φ τ τ ε δ

α

φ τ τ ε


≤ < +


 ≥

⇒ <

∫

∫

0

0

1

 

 )iii (هرازاي بهλ > 0 ،0x X∈ اي وجود دارد

)كه طوريبه , )x Txα ≥0 0 )و  1 , )x Txλω < ∞0 0. 

)iv (T  يك نگاشتω−است.  پيوسته 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,ي هر برا ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , )x yα  است. فردبهمنحصرنقطه ثابت آنگاه ، 1≤

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .9قضيه 

ω−كه طوريكامل  باشد بهω مچنين منظم است. ه

و Xωروي  خودنگاشتيك  Tفرض كنيد 

: [ , )X Xω ωα × → كه طورييك تابع باشد به 0∞

 شرايط زير برقرار است:

)i (T  يك نگاشتα−،پذيرفتني مثلثي  است 

)ii ( هربراي,x y Xω∈  هروε > 0 ،

( )δ ε >  وجود داشته باشد كه  اي0
( , )

( , )

( )

( , )

( ) .

x y

Tx Ty

d

x y

d

λ

λ

ω

ω

ε φ τ τ ε δ

α

φ τ τ ε


≤ < +


 ≥

⇒ <

∫

∫

0

0

1 

 )iii (هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

)كه طوريبه , )x Txα ≥0 0 )و  1 , )x Txλω < ∞0 0. 

)iv اگر  (( )n nx      باشد Xωيك دنباله در  0≤

)كه طوريبه , )n nx xα + ≥1 limو  1 nn
x x Xω→∞
= ∈، 

)داريم  n∈براي هر آنگاه  , )nx xα ≥1. 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , )x yα  است. فردبهمنحصرنقطه ثابت آنگاه ، 1≤
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يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد  .10قضيه 

ω− كامل  باشد كه به گرافG  مجهز است وω 

 خودنگاشتيك  Tمنظم است. همچنين فرض كنيد 

 باشند: كه شرايط زير برقرار ميطوريباشد به Xωروي 

( )i هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

 كهطوريبه

 ( , ) ( )x Tx E G∈0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )iiT  يك نگاشتω−است،  ستهپيو 

( )iii( , ) ( ) ( , ) ( )x y E G Tx Ty E G∈ ⇒ ∈، 

( )iv
( , ), ( , ) ( )

( , ) ( )
x z z y E G

x y E G
∈

⇒ ∈
، 

( )vبراي هر,x y Xω∈  هروε > 0 ،

( )δ ε >  كهوجود داشته باشد   اي0
( , )

( , )

( )

( , ) ( )

( ) .

x y

Tx Ty

d

x y E G

d

λ

λ

ω

ω

ε φ τ τ ε δ

φ τ τ ε


≤ < +


 ∈

⇒ <

∫

∫

0

0

 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد. به Tدر اين صورت

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , ) ( )x y E G∈ ، فردبهمنحصرنقطه ثابت آنگاه 

 است.

فضاي متري مدولار  يك Xωفرض كنيد   .11قضيه 

ω− كامل  باشد كه به گرافG  مجهز است وω 

 خودنگاشتيك  Tمنظم است. همچنين فرض كنيد 

 باشند: قرار ميكه شرايط  زير برطوريباشد به Xωروي 

( )i هر ازاي بهλ > 0 ،x X∈0 اي وجود دارد

 كهطوريبه

 ( , ) ( )x Tx E G∈0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )ii( , ) ( ) ( , ) ( )x y E G Tx Ty E G∈ ⇒ ∈، 

( )iii
( , ), ( , ) ( ) ( , ) ( )x z z y E G x y E G∈ ⇒ ∈، 

( )ivبراي هر,x y Xω∈  هروε > 0 ،

( )δ ε >  وجود داشته باشد كه  اي0
( , )

( , )

( )

( , ) ( )

( ) .

x y

Tx Ty

d

x y E G

d

λ

λ

ω

ω

ε φ τ τ ε δ

φ τ τ ε


≤ < +


 ∈

⇒ <

∫

∫

0

0

 

( )iv   اگر( )n nx    باشد  Xωيك دنباله در  0≤

 كهطوريبه

 ( , ) ( )n nx x E G+ limو  1∋ nn
x x Xω→∞
= ∈، 

)داريم  n∈اه براي هر گآن , ) ( )nx x E G∈. 

علاوه اگر دارد. بهيك نقطه ثابت  Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيم

( , ) ( )x y E G∈ ، فردبهمنحصرنقطه ثابت آنگاه 

 است.

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .12قضيه 

ω− مجهز است و   ≥كامل  باشد كه به ترتيب جزئي

ω  منظم است. همچنين فرض كنيدT  يك

كه شرايط زير طوريباشد به Xωروي  خودنگاشت

 باشند: برقرار مي

( )i هر ازاي بهλ > 0،x X∈0 اي وجود دارد

xكه طوريبه Tx≤0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )iiT  يك نگاشتω−است،  پيوسته 

( )iiiT ،يك نگاشت صعودي است 

( )ivبراي هر,x y Xω∈  هروε > 0 ،

( )δ ε >  وجود داشته باشد كه  اي0
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( , )

( , )

( )

( ) ,

x y

Tx Ty

d

x y

d

λ

λ

ω

ω

ε φ τ τ ε δ

φ τ τ ε


≤ < +


 ≤

⇒ <

∫

∫

0

0

 

علاوه اگر به يك نقطه ثابت دارد.  Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيمx y≤  ،

 است. فردبهمنحصرآنگاه نقطه ثابت 

يك فضاي متري مدولار  Xωفرض كنيد   .13قضيه 

ω− مجهز است و  ≥كامل  باشد كه به ترتيب جزئي

ω  منظم است. همچنين فرض كنيدT  يك

كه شرايط  زير طوريباشد به Xωروي  خودنگاشت

 باشند: برقرار مي

( )i هرازاي بهλ > 0، x X∈0 اي وجود دارد

xكه طوريبه Tx≤0 )و  0 , )x Txλω < ∞0 0، 

( )iiT ،يك نگاشت صعودي است 

( )iiiبراي هر,x y Xω∈  هروε > 0 ،

( )δ ε >  وجود داشته باشد كه  اي0
( , )

( )
x y

d

x y

λω

ε φ τ τ ε δ


≤ < +

 ≤

∫
0 

( , )

( ) ,
Tx Ty

d
λω

φ τ τ ε⇒ <∫
0

 

( )iv   0اگر( )n nx  Xωيك دنباله صعودي در  ≤

limكه طوريباشد به nn
x x Xω→∞
= ، آنگاه براي هر ∋

n∈  داريمnx x≤. 

علاوه اگر يك نقطه ثابت دارد.  به Tدر اين صورت 

,براي هر  ( )x y Fix T∈  داشته باشيمx y≤ آنگاه ،

 است. فردبهمنحصرنقطه ثابت 
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