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  ناگسترده يمقدار چند يهانگاشت ثابت نقطه هیقض: هدیچک
 علوم در یگوناگون يکاربرد يهامسئله حل يبرا ییهاکیتکن

 وجود اثبات پروژه نیا از هدف. دهد یم ارائه یمهندس و یاضیر
 مشترك ثابت يهانقطه زوج و هانقطه زوج، منطبق يهانقطه

 شامل که باشد یم یناگستردگ طیشرا با يچندمقدار يهانگاشت
 منجر یاحتمال کیمتر يفضاها يرو وستهیناپ و وستهیپ يهانگاشت

 .شود یم

 زوج، منطبق نقطه ،منجر یاحتمال کیمتر يفضا :کلمات کلیدي
 .فیعض دوجانبه یوستگیپ، دوجانبه یوستگیپ، مشترك ثابت نقطه

Abstract: Fixed point theory of nonexpansive type 
single valued mappings provides techniques for 
solving a variety of applied problems in 
mathematical sciences and engineering. The aim of 
this paper is to prove the existence of coincidence 
points, coupled points and common coupled fixed 
points of nonexpansive type conditions satisfied by 
single valued maps which include both continuous 
and discontinuous mappings on Menger 
probabilistic metric spaces. 

Keywords: Menger PM space, coupled point, 
coincidence point, common coupled fixed point, 
weak reciprocal and reciprocal continuity. 

 

 

 مقدمه 1

 هاي شاخه کاربردهاي در مهمی نقش ثابت نقطه  قضیه

 ثابت نقطه  قضیه اصطلاح .کند می بازي ریاضیمختلف 

 دارد اشاره ثابت نقطه نظري نتایج از دسته آن به متریک

 ها نگاشت و اساسی فضاهاي روي هندسی شرایط در که

۰Fباناخ، 1922 سال در .دارند حیاتی ینقش

 ریاضیدان 1

 هاي نگاشت مورد در مهم بسیار اينتیجه، ]1لهستانی [

1 Banach  

 باناخ انقباضی اصل عنوان به که کرد ثابت انقباضی

 مسائل حل براي تکنیکی ،قضیه این .استشده شناخته

. باشد می مهندسی و ریاضی علوم در گوناگون کاربردي

 انقباضی اصل نویسندگان از زیادي تعداد پس از آن

 .دادند ادامه مختلفی هاي روش به و تعمیم را باناخ

۱Fسگال ،1972 سال در

۲Fرید-بارکا و 2

 ] اصل16[ 3

 سال در. کردند ثابت را احتمالی نوع از باناخ انقباضی

2 Sehgal  
3 Bharucha-Reid  
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 براي احتمالی نوع از باناخ ثابت نقطه اصل 2010

۳Fجاچیمسکی جیسک توسط غیرخطی هاي انقباض

1  ]6 [

 فضاي در ثابت نقطه قضیه همچنین. استشده ثابت

 توسط دیگر انقباضی هاي نگاشت براي احتمالی متریک

در  توان می که استشده بررسی دانانریاضی از بسیاري

 .کرد رجوع آنها به ]15، 14، 5، 4، 2[

 را متریک فضاي قضایاي داریم سعی مقاله این در

۴Fمنجر احتمالی متریک فضاي به

 از بعضی و تعمیم 2

 نوع از مقداريتک هاي نگاشت براي ثابت نقطه قضایاي

 نتایج و تعاریف از بعضی ابتدا .کنیم ثابت ناگسترده را

به  تحقیق این در که احتمالی متریک فضاهاي در اصلی

 .کنیم می یادآوري را بریم می کار

)]) تابع5([ .1تعریف  ) [ ]: ,f ،−∞ +∞ →  یک 01

 از و نانزولی تابع یک هرگاه شود می نامیده توزیعی تابع

)با پیوسته چپ )xinf f x∈ = 0 اگر علاوهبه .باشد

( )f =0  نامیده فاصله توزیعی تابع یک 𝑓 آنگاه 0

 که فاصله توزیعی تابع یک همچنین. شود می

( )lim
t

f t
→∞

 گفته منجر فاصله توزیعی تابع یک 1=

Λ  با را فاصله توزیعی توابع همه ي مجموعه .شود می
+

 

 .دهیم می نشان

خلاصه بطور(  Δ گانه سه نرم ]) یک5([ .2تعریف 

T−روي دوتایی عملگر ، یک)نرم[  در که است 01,[

 :کند می صدق زیر شرایط

1( Δ  باشد جابجاپذیر و پذیر شرکت، 

2( Δ  باشد پیوسته، 

]همه براي )3 ],a∈ 01، ( )Δ ,a a=1، 

1 Jacek Jachymski  
2 Menger  

]همه براي )4 ], a،b،c،d ∈  کهطوريبه 01

𝑎 ≤ 𝑐 و  𝑏 ≤ 𝑑،  ،( ) ( )Δ Δa،b c،d≤.  

)مثال  براي )Δ p a،b ab= یکT−نرم 

 .باشد می

 است ذکر قابل ،نرم−T مهم هاي مثال همه بین در

) که ) { }Δ  m a،b min a،b= ترینقويT− نرم

 .باشد می

 گفته 𝐻نوع  از، Δ گانه سه نرم ]) یک4([ .3تعریف 

)توابع ي خانواده هرگاه شود می ){ }Δ  n

n
t

+∞

=1
𝑡 در  = 1 

]که باشند پیوستههم ] [ ], ,Δ :n →01  زیر صورت به 01

 :شود می تعریف

( ) ( )
( ) ( )( )

Δ t Δ t,t ,

Δ t Δ t,Δ t ,   , ,   n n n−

=

= = 

1

1

2 3
 

 دیگر عبارت به

( ) ( )
( ) ( )

ε ,  :      

 Δ t ,  

, ,
n

t

n

δ δ

ε

∀ ∈ ∃ ∈ > −

⇒ > − ≥

01 01 1
1 1

 

n ي همه براي که است بدیهی ∈ و[ ],t ∈ 01، 

( )Δ t .n t≤ 

)تایی سه]) 15([ .4تعریف  )X,F,∆  کهرا 𝑋 یک 

 یک 𝐹 و پیوستهنرم −Tیک ∆، ناتهی ي مجموعه

Xاز نگاشت X× به توي Λ
+

 متریک فضاي، است 

 گفته) منجر 𝑃𝑀 فضاي خلاصه طورهب( منجر احتمالی

 در را F  مقدار 𝐹𝑝،𝑞  اینکه فرض با هرگاه ،شود می

(𝑝،𝑞)  کند صدق زیر شرایط در، دهد نشان: 

• (𝑃𝑀1) همه براي  t > p,و 0 q X∈ ،

( )p،qF t pاگر تنها و اگر  1= q=. 

• (𝑃𝑀2) همه برايt > p, و 0 q X∈، 
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( ) ( ), , .p q q pF t F t= 

• (𝑃𝑀3) همه براي t,s > ,و 0 ,p q r X∈

( ) ( ) ( )( ), , ,Δ , .p r p q q rF s t F s F t+ ≥ 

 𝑃𝑀 فضاي در {𝑥𝑛}   دنباله ]) یک15([ .5تعریف 

             شود می گفته 𝑋 در 𝑥 نقطه به همگرا 𝑋 منجر

)nx x→ ،(هر براي هرگاه δ > )و 0 )λ ,∈  یک، 01

)صحیح عدد ),λN δ >          باشد داشته وجود 0

)همه براي کهطوريبه ),λn N δ≥، 𝐹𝑥𝑛،𝑥  یک. <

δ هر براي هرگاه نامیممی کوشی دنبالهرا  دنباله >  و 0

( )λ ,∈ )صحیح عدد، 01 ),λN δ >  داشته وجود 0

) همه براي کهطوريبه باشد ), ,λn m N δ≥،

, λ
n mx xF > ) منجر 𝑃𝑀 فضاي یک. 1− )X,F,∆ 

 یک به 𝑋 در کوشی  دنباله هر هرگاه شود می گفته کامل

 .باشد همگرا 𝑋 در نقطه

توابع  همه  مجموعه Φ کنیم می فرضدر ادامه 

[ ) [ )φ : , ,∞ → ∞0 t هر براي که باشد 0 >  در 0

φ(𝑡)  شرایط < 𝑡  و( )lim n

n
tϕ

→∞
=  .کند می صدق  0

) کنیم ]) فرض8([ .1لم  )X,F,∆ فضاي  یکPM 

φ و منجر ∈ Φ  هر  براي اگر. باشدt > 0، 

( )( ) ( ), , ,p q p qF t F tϕ = 

𝑝 آنگاه = 𝑞. 

𝑛 مکنی ]) فرض8([ .2لم  ≥  اگر. 1

[ ]:, ,  Λ, ,, ng g g F +→ ∈1 2 01  

φ یک براي و ∈ Φ باشیم داشته: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , ,

,  
n

F t

min g t g t g t F t

t

ϕ

≥

>
1 2

0
 

t  همه براي آنگاه > 0، 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , .nF t min g t g t g tϕ ≥ 1 2 

)براي ) ( ), , ,a x y b u v X= = ∈ 2


 ،تابع یک 

Λ به توي 𝑋2 از �𝐹 توزیعی
+

 براي که کنیم می معرفی 

t هر >  :شود می تعریف زیر صورت به 0

( ) ( ) ( ){ }, ,, , .x u y va bF t min F t F t=




 

) ]) اگر8([ .3لم  )X,F,∆ فضاي کامل یک 𝑃𝑀 

)آنگاه، باشد منجر )X ,F,∆2
 کامل فضاي یک PM 

 .باشد می منجر

)کنید فرض ),X d یک. باشد متریک فضاي یک 

𝑇:𝑋 نگاشت → 𝑋 براي هرگاه شود می گفته ناگسترده 

𝑥,𝑦 همه ∈ 𝑋  ، 𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥,𝑦)۵. سیریکF

1 

 و بررسی را ناگسترده 𝑋 روي 𝑇 هاي نگاشت ] خود3[

 چنین براي ثابت نقطه قضایاي از بعضی که کرد ثابت

 .است برقرار هایی نگاشت

۶Fجاد 2016 سال در

 مطالعه ]7همکارش [ همراه به 2

 که ناگستردگی نوع شرط با هاي نگاشت از کلاسی روي

 همراه به ناپیوستگی و پیوستگی شرط دو شامل

 .دادند تعمیم را بود ضعیف دوجانبه پیوستگی

 روي را زیر ناگستردگی نوع شرط ما، مقاله این در

 منجر 𝑃𝑀 فضاي روي  𝑓,𝑇  خودنگاشت دو کلاس

1 Ćirić  
2 Jhade  
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( )X,F,∆ دوجانبه پیوستگی و پیوستگی شرط با 

 بریم: می به کار زیر ضعیف

)1(  
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

 ,

,   , 

, , , 

Tx Ty fx fy

fx Tx fy Ty

fx fy fx Tx fy Ty

F t a x y F t

b x y min F t F t

c x y min F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

 که

( ) ( ) ( ), , , , ,a x y b x y c x y > 0 

 کهطوريبه

( ) ( ) ( )( ),inf , , ,x y X a x y b x y c x y∈ + + =1 

 تويه ب 𝑋 از نگاشت دو 𝑔 و  𝑓کنید  فرض .6تعریف 

𝑌 گوییم می. باشند 𝑓 و 𝑔 یک هرگاه دارند منطبق نقطه 

𝑓𝑥 کهطوريبه باشد داشته وجود 𝑋 در 𝑥 نقطه = 𝑔𝑥. 

 𝑋 روي خودنگاشت دو 𝑔و  𝑓 کنید فرض .7تعریف 

𝑥 گوییم. باشند ∈ 𝑋 مشترك ثابت نقطه یک  𝑓 و 𝑔 

𝑓𝑥 هرگاه است = 𝑔𝑥 = 𝑥. 

 متریک فضاي از نگاشت دو 𝑇 و 𝑆 اگر .8تعریف 

(𝑋, 𝑑) روي همساز را هاآن، باشند خودش تويه ب 𝑋 

 ، 𝑋  در 𝑥  نقطه و  {𝑥𝑚}  دنباله براي هرگاه نامند می

lim lim .m mm m
Sx Tx x

→∞ →∞
= =  

 براي و باشند 𝑋روي  همساز  𝑇و 𝑆اگر که است واضح

𝑥 ∈ 𝑋 ،( ) ,d Sx Tx =  آنگاه، 0

( ) , .d STx TSx =⊕ 0 

۷Fسیسا، 1982 سال در

 جابجایی شرط مفهوم ]17[ 1

 مقداريتک هاي نگاشت از جفت یک براي را ضعیف

1 Sessa  

۸Fجانک، بعد  کمی. معرفی کرد

 جابجایی ] مفهوم9[ 2

 تعمیم ها نگاشت همسازي عبارت معرفی با را ضعیف

۹Fپانت. داد

 ضعیف جابجایی−R مفهوم ]10[ 3

 کرد. معرفی ناهمساز هاي نگاشت براي را

متریک فضاي یک از  𝑔 و  𝑓 خودنگاشت دو

( ) ,X d ،R−نوع از ضعیف جابجایی  𝐴𝑔  نامیده 

 داشته وجود  𝑅 مثبت حقیقی عدد هرگاه  ،]13شود [ می

𝑥همه  براي کهطوريبه باشد ∈ 𝑋 ، 

( ) ( ), , .d ffx gfx Rd fx gx≤ 

متریک فضاي از  𝑔 و   𝑓خودنگاشت دو، مشابه طوربه

( ) ,X d ،R−نوع از ضعیف جابجایی 𝐴𝑓  نامیده 

 داشته وجود  𝑅 مثبت حقیقی عدد هرگاه ،]13شود [ می

𝑥همه  براي کهطوريبه باشد ∈ 𝑋، 

( ) ( ), , .d fgx ggx Rd fx gx≤ 

 یک براي را ضعیف جابجایی شرط مفهوم ما حال

 𝑃𝑀 فضاي یک در مقداريتک هاي نگاشت از جفت

)  منجر )X,F,∆ کنیم. می معرفی ]7[ همانند 

 𝑃𝑀  فضاي از  𝑔  و  𝑓 خودنگاشت دو .9تعریف 

)منجر  )X,F,∆، R−نوع از ضعیف جابجایی  

(𝑀𝐴𝑔)  مثبت حقیقی عدد هرگاه شود می نامیده  

𝑅 ≥ t هر براي کهطوريبه باشد داشته وجود  1 > 0 

𝑥 و ∈ 𝑋 ،  

( ) ( ), ,  .ffx gfx fx gxF t RF t≥ 

 پیوستگی مفهوم  ]11پانت [، 1998 سال در

 معرفی مقداري تک هاي نگاشت جفت براي را دوجانبه

2 Jungek  
3 Pant  
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  فضاي یک در ولی آن مشابه تعریف ما، ادامه در. کرد

 𝑃𝑀 منجر 𝑋   داریمرا. 

 𝑃𝑀 فضاي از  𝑔  و  𝑓 خودنگاشت دو .10تعریف 

  هرگاه هستند دوجانبه پیوسته  𝑋  منجر

lim𝑛→∞ 𝑔𝑓𝑥𝑛 = 𝑔𝑥  و lim𝑛→∞ 𝑓𝑔𝑥𝑛 = 𝑓𝑥 ،

براي  کهطوريبه باشد می 𝑋در دنباله یک  {𝑥𝑛}  که

𝑥 یک ∈ 𝑋 باشیم داشته 

lim lim .n nn n
fx gx x

∞ ∞→ →
= = 

 دوجانبه پیوسته که نگاشت جفت یک که کنید توجه

 ثابت نقطه در حتی ،باشند نمی پیوسته لزوماً هستند

 ).]11به [ کنید رجوع مثال براي(  مشترکشان

 پیوستگی ]12همکارانش [ همراه به پانت، اخیراً

 ضعیف دوجانبه پیوستگی مفهوم معرفی با را دوجانبه

 زیر تعریف مشابه مقداريتک هاي نگاشت جفت براي

 .اند داده تعمیم  (𝑋،𝑑)  متریک فضاي در ولی

 منجر 𝑃𝑀 فضاي از  𝑔و  𝑓خودنگاشت . دو11تعریف 

𝑋  هرگاه باشند می ضعیف دوجانبه پیوسته 

lim nn
gfx gx

→∞
lim یا = nn

fgx fx
→∞

= 

که براي طوريباشد به می 𝑋در دنباله یک {𝑥𝑛} که

𝑥یک ∈ 𝑋 ، 

lim limn nn n
fgx gfx x

→∞ →∞
= =. 

 پیوستگی، دوجانبه پیوستگی که است توجه قابل

 در که طورهمان اما دهد می نتیجه را ضعیف دوجانبه

 نیست. برقرار آن عکس، است شده داده نشان زیر مثال

]کنید فرض  ])7([ .1مثال  ],X = 2  متر یک  𝑑  و 20

𝑓,𝑔:𝑋. باشد  𝑋  روي معمولی → 𝑋  صورت به را 

 :کنیم می تعریف زیر

, , x
(x)

,
x

f
x
= >

=  < ≤

2 2 5
6 2 5

 

 و

,
(x) ,

,

x
g x

x x


 =


= < ≤
 + >


2 2
11 2 5

1 5
2

 

 هاي تابع ،زیر در شده تعریف  𝐷  و  𝐻  هاي تابع

 :باشند می منجر توزیعی

,
H(x)

,
t
t
≤

=  >

0 0
1 0

 

 و

,
(x)

,t

t
D

e t−

≤
= 

− >

0 0
1 0

  

t هر براي > 𝐹:𝑋  تابع، 0 × 𝑋 → Λ+  صورت به را 

 :کنیم می تعریف زیر

( )
( )

( )
،

t ,                   

,        
،

x y

H x y
F t tD x y

d x y

 =


=  
≠   

 

 

,𝑎)∆ دهیم می قرار 𝑏) = 𝑚𝑖𝑛{𝑎, 𝑏} .آنگاه 

( )X,F,∆ فضاي یک 𝑃𝑀 است واضح. شود می منجر 

)روي ضعیف دوجانبه پیوسته  𝑔  و  𝑓  که )X,F,∆ 

 که است ذکر قابل .نیستند دوجانبه پیوسته اما، باشند می

 ثابت نقطه وجود تنهایی به ضعیف دوجانبه پیوستگی

 کند (به نمی تضمین را منطبق نقطه حتی یا و مشترك

 کنید). رجوع ]7[

 

 نقطه ثابت مشترك 2

 روي نگاشت  خود دو  𝑔 و 𝑓  کنید فرض  .12تعریف 

) منجر 𝑃𝑀 فضاي )X,F,∆ آنگاه. باشند 𝑓 و 𝑔 
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tهر براي هرگاه شوند می منجر گفته همساز > 0،  

( ),lim
n nfgx gfxn

F t
∞→

 باشد می دنباله یک {𝑥𝑛} که   1=

 کهطوريبه

 lim lim  .n nn n
fx gx x X

→∞ →∞
= = ∈ 

) مکنی فرض .1قضیه  )X,F,∆ فضاي یک 𝑃𝑀 منجر 

 دو 𝑇,𝑓 و باشد 𝐻 نوع از ∆ نرم−Tبا کامل

 که باشند  𝑋  روي ضعیف دوجانبه پیوسته خودنگاشت

𝜑𝜑 یک براي )1( معادله در ∈ Φ شرط با

( ) ( )T X f X⊆ آنگاه کنند. می صدق  𝑇 و  𝑓 

 اگر دارند  𝑋 در مشترك ثابت نقطه

 یا باشند منجر همساز   𝑓 و  𝑇آ)  

  (𝑀𝐴𝑓) نوع از ضعیف جابجایی−𝑓 ، R و  𝑇ب) 

 یا باشند

 (𝑀𝐴𝑇)  نوع از ضعیف  جابجایی−𝑓 ، R و  𝑇پ) 

 باشند.

x کنید برهان: فرض X∈0 .چون 

( ) ( )T X f X⊆ ، 𝑥1 کنیم می انتخاب طوري را 

𝑦1 که = 𝑓𝑥1 = 𝑇𝑥0  .کلی حالت در  𝑥𝑛+1 به راها 

کهطوريبه کنیم می انتخاب صورت همین

n n ny fx Tx+ += =1  :) داریم1معادله ( از .1

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

,

, ,

, , ,

   

   ,  

   ,  ,  

     

   ,  

   ,  ,  ,

n n n n

n n n n

n n n n n n

n n

n n n n

n n n n n n

Tx Tx fx fx

fx Tx fx Tx

fx fx fx Tx fx Tx

fx Tx

fx Tx fx Tx

fx Tx fx Tx fx Tx

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

ϕ
+ +

+ +

+ + +

+ +

+ +

≥

+

+

≥

+

+

1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

 

,𝑎 که 𝑏, 𝑐 به توجه با (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) گذاريارزش 

𝑛، tبراي یک  کنید فرض. شوند می > موجود باشد  0

𝐹𝑓𝑥𝑛+1,𝑇𝑥𝑛+1  کهطوريبه
(𝑡) < 𝐹𝑓𝑥𝑛,𝑇𝑥𝑛(𝑡)، آنگاه 

 :داریم بالا معادله به توجه با

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

,

, ,

,

,

  

>

 ,

n n

n n n n

n n

n n

Tx Tx

fx Tx fx Tx

fx Tx

Tx Tx

F t

aF t b c F t

a b c F t

F t

ϕ
+

+ +

+ +

+

≥ + +

+ +

≥

1

1 1

1 1

1

 

t هر براي چون است، تناقض یک که > 0،( )t tϕ <. 

 داریم:  𝑛  هر براي بنابراین

)2(   ( ) ( ), ,t  t ,      t
n n n nfx Tx fx TxF F
+ +

≥ >
1 1

0 

 که شود می نتیجه )1( نامساوي به توجه با همچنین

( )( )
( ) ( ) ( ){ }

,

, , , .
n n

n n n n

y y

y y y y

F t

a b c min F t F t

ϕ
+ +

+ + +
≥ + +

1 2

1 1 2

 

𝜑𝜑 اینکه از ∈  𝛷  هر براي ،2 لم و t >  داریم: 0

( )( ) ( ) ( )
( )

, ,

,

 

.
n n n n

n n

y y y y

y y

F t a b c F t

F t

ϕ
+ + +

+

≥ + +

≥
1 2 1

1

 

t  هر براي بنابراین > 0، 

( )( ) ( ), , .
n n

n
y y y yF t F tϕ

+ +

+ ≥
01 12

1   

𝛿براي > 𝜀𝜀 و  0 ∈ (0,   چون ،(1

 lim𝑛→∞ 𝐹𝑦0,𝑦1
(𝑡) =         دارد وجود t0یک ،1

)کهطوريبه ),y yF t ε> −
0 1 0 براساس همچنین. 1

( )lim n

n
t

∞
ϕ

→
=0 N، یک0 که برايطوريبه دارد وجود 0

n N≥ 0،( )n tϕ δ<0 .براي بنابراینN >  دستبه 0

 :آوریم می

( ) ( )( )
( )

, ,

,

 

.
n n n n

n
y y y y

y y

F F t

F t

δ ϕ

ε
+ + + +

+≥

≥ > −
0 1

1 2 1 2 0

0

1

1
 

t  همه براي دیگر، عبارت به > 0، 

( ), lim  .
n ny yn

F t
∞ + +→

=
1 2

1 

 دنباله یک  {𝑦𝑛}   دنباله که کنیم ثابت باید حال

 کنیم ثابت کافیست آن اثبات براي. است 𝑋    در کوشی
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δ هر براي که > )و0 )  ,ϕ∈ ,𝑁(𝜀𝜀 ، یک01 𝛿)  وجود 

𝑚همه که برايطوريبه دارد > 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀𝜀, 𝛿)  ، 

( ), .
n my yF δ ε> −1 

 همه براي را زیر نامساوي توان می ابتدا  آن، انجام براي

𝑘 ≥  کرد: ثابت ریاضی استقراي با 1

)3(    ( ) ( )( )( ), , .
n k n n n

k
y y y yF Fδ δ ϕ δ

+ +
≥ ∆ −

1
 

𝑘  اگر = 1، 

( ) ( )( )
( )( )( )
( )( ) ( )( )( )
( )( )( )

, ,

,

, ,

,

δ

,

,

.

n n n n

n n

n n n n

n n

y y y y

y y

y y y y

y y

F F

F

F F

F

δ ϕ δ

δ ϕ δ

δ ϕ δ δ ϕ δ

δ ϕ δ

+ +

+

+ +

+

≥ −

= ∆ −

≥ ∆ − −

= ∆ −

1 1

1

1 1

1

1

1
 

1  براي )3( کنیم می فرض حال ≤  𝑘 ≤  𝑝برقرار 

𝑘 براي. است = 𝑝 +  داریم 1

( )

( )( ) ( )( )( )
,

, ,,  .

n p n

n n n n p

y y

y y y y

F

F F

δ

δ ϕ δ ϕ δ

+ +

+ + + +
≥ ∆ −

1

1 1 1

 

 نامساوي )،2( معادله به توجه با

𝐹𝑦𝑛+𝑝+1,𝑦𝑛+𝑝+2
(δ) ≥  𝐹𝑦𝑛,𝑦𝑛+1

(𝛿) همه براي 𝑛  ها 

 آنگاه. است برقرار

( )( )
( )( ) ( )

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

,

, ,

, ,

, , ,

, , ,

, , ,

  

   ,  

  ,  ,  

   ,  

  ,  ,  

n n p

n n p n n p

n n n p n p

n n p n n n p n p

n n p n n n p n p

n n p n n n p n p

y y

Tx Tx fx fx

fx Tx fx Tx

fx fx fx Tx fx Tx

y y y y y y

y y y y y y

F

F a F

b min F F

c min F F F

a F b min F F

c min F F F

ϕ δ

ϕ δ δ

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

δ δ

+ + +

+ +

+ +

+ + +

+ + + + +

+ + + +

= ≥

+

+

= +

+

1 1

1 1

1
( ){ }

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ){ }

( ) ( )( )
( )( )

, ,

, ,

,

,

  (  

   ( ,

(

( δ .

n n p n n

n n n n

n n

n n

p
y y y y

p
y y y y

p
y y

p
y y

a F b F

c min F F

a b c F

F

δ

δ ϕ δ δ ϕ δ

δ ϕ δ δ ϕ δ

δ ϕ δ

ϕ δ

+

+ +

+ +

+

+

≥ ∆ − + −

+ ∆ − −

≥ + + ∆ −

≥ ∆ −

1

1

1 1

1

1

 

 نتیجه در

( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )

,

, ,

, ,

,

( ,

( , (

( .

n n p

n n n n p

n n n n

n n

y y

y y y y

p
y y y y

p
y y

F

F F

F F

F

δ

δ ϕ δ ϕ δ

δ ϕ δ δ ϕ δ

δ ϕ δ

+ +

+ + + +

+ +

+

+

≥ ∆ −

≥ ∆ − ∆ −

= ∆ −

1

1 1 1

1 1

1

1

 
𝑘  همه براي بنابراین ≥ 1 ، 

( ) ( )( )( ), , .
n k n n n

k
y y y yF Fδ δ ϕ δ

+ +
≥ ∆ −

1
 

یک براي ،  𝐻 نوع از  ∆ نرم بودن −Tبه توجه با

( ) ,ε ∈ )یک 01 ) ,λ∈  که برايطوريبه دارد وجود 01

𝑛 همه  ≥ 𝑡 و   1 > 1− 𝜆 ، ∆𝑛(𝑡) > 1− 𝜀𝜀 .از 

) طبق دیگر طرف )( ),lim
n ny yn

F
∞

δ ϕ δ
+→

− =
1

  ، یک1

𝑁1(𝜀𝜀, 𝛿) همه که برايطوريبه دارد وجود

( ),n N ε δ> 1، 

( )( ), .
n ny yF δ ϕ δ λ

+
− > −

1
1  

𝑘همه براي بنابراین ≥ 𝑛 و    1 > 𝑁1(𝜀𝜀, 𝛿)  ، 

( ), .
n ny yF δ ε

+
> −

1
1  

  𝑋  در کوشی دنباله یک   {𝑦𝑛}   دنباله نتیجه در

 𝑋   در کوشی دنباله {𝑇𝑥𝑛}  و {𝑓𝑥𝑛}   پس. باشد می

 براي که شود می نتیجه فضا بودن کامل از و باشند می

𝑝 ∈  𝑇،  lim  lim   n nn n
fx Tx p

∞ ∞+→ →
=  و  𝑓 چون. 1=

 𝑇  داریم پس هستند، ضعیف دوجانبه پیوسته 

lim𝑛→∞  𝑓𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑝   یا 

lim  nn
Tfx Tp

∞→
= 

 .کنیم می ثابت قضیه فرض حالت سه در را نتیجه حال

∞→lim𝑛کنیم می آ) فرض 𝑓 𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑝   .استفاده با 

tهمه ، براي  𝑇و 𝑓  منجر همسازي از >  دستبه 0

)آوریم می ),lim
n nfTx Tfxn

F t
∞→

δ براي. 1= >  داریم 0
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( )

( )( ) ( )( )
,

, , ( , .
n

n n n

Tfx fp

Tfx fTx fTx fp

F

F F

δ

ϕ δ δ ϕ δ

≥

≥∆ −

1
 

𝑛  فرض از →  شود می نتیجه  ∞

lim   nn
T fx fp

∞→
= 

𝑇𝑓𝑥𝑛+1   و = 𝑇𝑇𝑥𝑛 →  𝑓𝑝 .2( معادله بنابه حال،( 

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

  

   ,  

  min ,  ,  .

n n

n n

n n n

Tp TTx fp fTx

fp Tp fTx TTx

fp fTx fp Tp fTx TTx

F t a F t

b min F t F t

c F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

𝑛اگر →  شود: می ، نتیجه  ∞

( )( ) ( ) ( )
( )

, ,

,

  

.
Tp fp fp Tp

fp Tp

F t a b c F t

F t

ϕ ≥ + +

≥
 

𝑓𝑝 بنابراین = 𝑇𝑝  . 

limچون lim   n nn n
TTx fTx fp

∞ ∞→ →
=  همان با ،=

 در آنها جابجایی ،𝑇 و   𝑓 منجر همسازي از روش،

 بنابراین آید. می دستبه انطباق نقطه

.fTp Tfp ffp TTp= = = 
 :داریم )2( معادله از استفاده با حال

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ,

, ,

, , ,

, ,

,

   

   ,  

   ,  ,  

 

 .

Tp TTp fp fTp

fp Tp fTp TTp

fp fTp fp Tp fTp TTp

fp fTp fp fTp

fp fTp

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

a c F t b a b c F t

F t

ϕ ≥

+

+

= + + ≥ + +

≥

 

𝑇𝑝 نتیجه در = 𝑇𝑇𝑝 = 𝑓𝑇𝑝  دیگر عبارت . به 𝑇𝑝   

 .باشد می  𝑇  و 𝑓   مشترك ثابت نقطه یک

∞→lim𝑛 کنیم  می حال فرض 𝑇 𝑓𝑥𝑛 = 𝑇𝑝 .

𝑇(𝑋)   چون ⊆  𝑓(𝑋)، براي یک  𝑧 ∈ 𝑋 نتیجه 

𝑇𝑝   که شود می = 𝑓𝑧  و   lim𝑛→∞ 𝑇 𝑓𝑥𝑛 = 𝑓𝑧 .

∞→𝑇 ،   lim𝑛   و  𝑓 منجر همسازي از 𝑓 𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑧 

𝑇𝑓𝑥𝑛+1   چون آید. می دستبه = 𝑇𝑇𝑥𝑛   و   

𝑇𝑓𝑥𝑛+1 →  𝑓𝑧 ، پس𝑇𝑇𝑥𝑛 → 𝑓𝑧  . 

 )،2( معادله به بنا

( )( ) ( )

( )
{ } { }

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

  

   ,  

   ,  ,  .

n n

n n

n n n

Tz TTx fz fTx

fz Tz fTx TTx

fz fTx fz Tz fTx TTx

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

𝑛   فرض با →  :گیریم می نتیجه ∞

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

,

  

,
Tz fz fz Tz

fz Tz

F t a b c F t

a b c F t

ϕ ≥ + +

≥ + +
 

𝑓𝑧 بنابراین و = 𝑇𝑧 .همسازي از روش، همین با 

 دستبه انطباق نقطه در آنها جابجایی  𝑇  و  𝑓  منجر

𝑓𝑇𝑧  نتیجه در آید و می = 𝑇𝑓𝑧 = 𝑇𝑇𝑧 = 𝑓𝑓𝑧 . 

 :داریم )2( معادله از مجدداً

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, , ,

,

, ,

   

   ,  

   ,  ,  

.

Tz TTz fz fTz

fz Tz fTz TTz

fz fTz fz Tz fTz TTz

fz fTz

fz fTz fz fTz

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

a c F t

b a b c F t F t

ϕ ≥

+

+

= +

+ ≥ + + ≥

 

𝑇𝑧  بنابراین = 𝑇𝑇𝑧 = 𝑓𝑇𝑧  .دیگر، عبارت به 

  𝑇𝑧 مشترك ثابت نقطه یک 𝑓  و  𝑇  شود می. 

 از ضعیف جابجایی−𝑇، Rو   𝑓 کنیم می ب) فرض

 دوجانبه پیوسته   𝑇  و  𝑓  چون. باشند (𝑀𝐴𝑓)   نوع

∞→lim𝑛   ضعیف هستند، پس 𝑓𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑝  یا  

 lim𝑛→∞ 𝑇𝑓𝑥𝑛 = 𝑇. 
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∞→lim𝑛  کنیم می فرض 𝑓𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑝.       

R−نوع از ضعیف جابجایی   (𝑀𝐴𝑓) براي 

t هر براي دهد که می نتیجه 𝑇  و   𝑓 هاي تابع > 0، 

( ) ( ), ,   
n n n nfTx TTx fx TxF t Rf t≥ 

𝑛 اگر → 𝑇𝑇𝑥𝑛 شود می نتیجه   ∞ → 𝑓𝑝  . با حال 

 :) داریم2( معادله از استفاده

( )( ) ( )
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

   

   ,  

    ,  ,  .

n n

n n

n n n

Tp TTx fp fTx

fp Tp fTx TTx

fp fTx fp Tp fTx TTx

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

𝑛با →  :آوریم می دستبه   ∞

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

, ,

,

,

φ        

 

 ,     

Tp fp fp Tp

fp Tp

fp Tp

F t a b c F t

a b c F t

F t

≥ + +

≥ + +

≥

 

𝑇𝑝  دیگر عبارت به = 𝑓𝑝. 

 (𝑀𝐴𝑓)   نوع از ضعیف جابجایی−Rاز مجدداً

)داریم ) ( ), ,  TTp fTp fp TpF t Rf t≥ .پس 

 .TTp fTp Tfp ffp= = = 

 :شود می نتیجه )2( معادله به بنا

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ,

, ,

, , ,

, ,

,

  

   ,  

  ,  ,  

 

 

Tp TTp fp fTp

fp Tp fTp TTp

fp fTp fp Tp fTp TTp

fp fTp fp fTp

fp TTp

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

a c F t b a b c F t

F t

ϕ ≥

+

+

= + + ≥ + +

≥

 

𝑇𝑝نتیجه در = 𝑇𝑇𝑝 = 𝑓𝑇𝑝   .دیگر عبارت به𝑇𝑝   

 .شود می   𝑇 و   𝑓  مشترك ثابت نقطه یک

∞→lim𝑛   اگر حال 𝑇𝑓𝑥𝑛 = 𝑇𝑝چون ،

( ) ( )   T X f X⊆، برايz ∈ X    شود می نتیجه 

𝑇𝑝 = 𝑓𝑧  و  lim𝑛→∞ 𝑇𝑓𝑥𝑛 = 𝑓𝑧 .چون 

 𝑇𝑓𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑇𝑥𝑛 و 𝑇𝑓𝑥𝑛 →  𝑓𝑧داریم ،

  nTTx fz→ .پسR−نوع از ضعیف جابجایی   

(𝑀𝐴𝑓) هاي تابع 𝑓   و 𝑇  همه  براي دهد که می نتیجه

t > 0، 𝐹𝑓𝑇𝑥𝑛,𝑇𝑇𝑥𝑛(𝑡) ≥  𝑅𝑓𝑓𝑥𝑛,𝑇𝑥𝑛(𝑡) .اگر 

𝑛 → 𝑓𝑇𝑥𝑛داریم ،  ∞ →  𝑓𝑧  . 

 ،)2( معادله به بنا حال

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

   

   ,  

   ,  ,  .

n n

n n

n n n

Tz TTx fz fTx

fz Tz fTx TTx

fz fTx fz Tz fTx TTx

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

𝑛 با →  :آوریم می بدست  ∞

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

,

  

,
Tz fz fz Tz

fz Tz

F t a b c F t

a b c F t

ϕ ≥ + +

≥ + +
 

𝑓𝑧 نتیجه در = 𝑇𝑧   .روش، همین با R−جابجایی 

 براي  𝑇  و   𝑓 هاي تابع   (𝑀𝐴𝑓)   نوع از ضعیف

t همه >   دهد می نتیجه 0

( ) ( ), , .fTz TTz fz TzF t Rf t≥ 
 داریم پس

.fTz Tfz TTz ffz= = = 
 آوریم: می بدست )2( معادله از مجدداً

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ,

, ,

, , ,

, ,

,

   

   ,  

   ,  ,  

 

 .

Tz TTz fz fTz

fz Tz fTz TTz

fz fTz fz Tz fTz TTz

fz fTz fz fTz

fz TTz

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

a c F t b a b c F t

F t

ϕ ≥

+

+

= + + ≥ + +

≥

 

𝑇𝑧   نتیجه در = 𝑇𝑇𝑧 = 𝑇𝑧پس .  𝑇𝑧   نقطه یک 

 .باشد می  𝑇   و  𝑓   مشترك ثابت
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 از ضعیف جابجایی−𝑇، R و  𝑓 کنیم می فرضپ) 

 دوجانبه پیوسته  𝑇  و  𝑓  چون. باشند   (𝑀𝐴𝑇)   نوع

∞→lim𝑛یا  هستند، پس ضعیف 𝑓𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑝  یا   

lim𝑛→∞ 𝑇𝑓𝑥𝑛 = 𝑇𝑝. 

∞→lim𝑛  اگر 𝑓𝑇𝑥𝑛 = 𝑓𝑝، آنگاهR−جابجایی 

 براي   (𝑀𝐴𝑇)  نوع از  𝑇 و 𝑓  هاي تابع بودن ضعیف

t همه >  دهد می دستبه 0

( ) ( ) ( ), , , .  
n n n n n nTfx fTx Tfx fTx Tx fxF t F t Rf t

−
= ≥

1
 

𝑛اگر → 𝑇𝑓𝑥𝑛 نتیجه در ،  ∞ →  𝑓𝑝 . 

 آوریم: می بدست )2معادله ( از استفاده با حال

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

   

   ,  

   ,  ,  .

n n

n n

n n n

Tp TTx fp fTx

fp Tp fTx TTx

fp fTx fp Tp fTx TTx

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

𝑛   با →  :، داریم∞

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

, ,

,

,

    

 

,     

Tp fp fp Tp

fp Tp

fp Tp

F t a b c F t

a b c F t

F t

ϕ ≥ + +

≥ + +

≥

 

𝑇𝑝 دیگر، عبارت به = 𝑓𝑝  . 

   (𝑀𝐴𝑇)نوع از ضعیف یجابجای−R از مجدداً

𝐹𝑇𝑓𝑝,𝑓𝑓𝑝(𝑡) داریم ≥  𝑅𝑓𝑇𝑝,𝑓𝑝(𝑡) .نتیجه در

  TTp fTp Tfp ffp= =  )،2( معادله به بنا . =

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )
( ) ( )

( )

, ,

, ,

, , ,

,

,

,

φ      

   ,  

   ,  ,  

 

 .

Tp TTp fp fTp

fp Tp fTp TTp

fp fTp fp Tp fTp TTp

fp fTp

fp fTp

fp TTp

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

a c F t b

a b c F t

F t

≥

+

+

= + +

≥ + +

≥

 

𝑇𝑝بنابراین = 𝑇𝑇𝑝 = 𝑓𝑇𝑝   .یعنی  𝑇𝑝 نقطه یک 

 .باشد می   𝑇  و   𝑓 مشترك ثابت

∞→lim𝑛 اگر حال 𝑇𝑓𝑥𝑛 = 𝑇𝑝، چون  

𝑇(𝑋) ⊆ 𝑓(𝑋)، براي یک𝑧 ∈ 𝑋   شود می نتیجه 

𝑇𝑝 = 𝑓𝑧 و lim𝑛→∞ 𝑇𝑓𝑥𝑛 = 𝑓𝑧 .

𝑇𝑓𝑥𝑛+1چون = 𝑇𝑇𝑥𝑛   و 𝑇𝑓𝑥𝑛+1 →  𝑓𝑧 ، در 

𝑇𝑇𝑥𝑛نتیجه →  𝑓𝑧   .پسR−از ضعیف جابجایی 

t همه براي 𝑇  و 𝑓  هاي تابع  (𝑀𝐴𝑇) نوع > 0 

 دهد می بدست

( ) ( ), ,  .
n n n nTfx ffx Tx fxF t Rf t≥ 

𝑛فرض با → 𝑓𝑓𝑥𝑛گیریم می نتیجه   ∞ →  𝑓𝑧  . 

 :داریم )2( معادله به بنا حال

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

, ,

, , ,

   

   ,  

   ,  ,  .

n n

n n

n n n

Tz TTx fz fTx

fz Tz fTx TTx

fz fTx fz Tz fTx TTx

F t a F t

b min F t F t

c min F t F t F t

ϕ ≥

+

+

 

𝑛اگر →  داریم:   ∞

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

,

 

,     
Tz fz fz Tz

fz Tz

F t a b c F t

a b c F t

ϕ ≥ + +

≥ + +
 

𝑓𝑧بنابراین و = 𝑇𝑧  . روش، همین باR−جابجایی 

  همه براي  𝑇 و  𝑓 هاي تابع  (𝑀𝐴𝑇)   نوع از ضعیف

t > 𝐹𝑇𝑓𝑧,𝑓𝑓𝑧(𝑡)دهد  می نتیجه 0 ≥ 𝑅𝑓𝑇𝑧,𝑓𝑧(𝑡) .

𝑓𝑇𝑧   داریم پس = 𝑇𝑓𝑧 = 𝑇𝑇𝑧 = 𝑓𝑓𝑧. 

 :داریم )2( معادله از دوباره

( )( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )
( ) ( )

( )

, ,

, ,

, , ,

,

,

,

  

 min ,  

 min  ,  ,  

 

 .

Tz TTz fz fTz

fz Tz fTz TTz

fz fTz fz Tz fTz TTz

fz fTz

fz fTz

fz TTz

F t a F t

b F t F t

c F t F t F t

a c F t b

a b c F t

F t

ϕ ≥

+

+

= + +

≥ + +

≥
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𝑇𝑧بنابراین = 𝑇𝑇𝑧 = 𝑇𝑧  . یعنی  𝑇𝑧  ثابت نقطه یک 

 قضیه کامل برهان لذا. باشد می   𝑇 و   𝑓 مشترك

 □   .شود می
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