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هاي بازتولیدي طیفی مبتنی بر هستهدر این مقاله روش شبه: هدیچک
گوردن معرفی -غیرخطی کلین مسئلهفضاي هیلبرت براي حل 

از ماتریس  مسئلههاي مکانی خواهد شد. به منظور تقریب مشتق
هاي بازتولیدي فضاي هاي عملیاتی به دست آمده با استفاده ازهسته

از روش  مسئلههیلبرت وهمچنین به منظور گسسته سازي بعد زمانی 
هاي کنیم. استفاده از ماتریسرانگ کوتاي مرتبه چهار استفاده می

هاي بازتولیدي فضاي عملیاتی به دست آمده با استفاده ازهسته
هیلبرت همچنین اعمال دقیق شرایط مرزي بر روي پایه ها از مزایاي 
روش معرفی شده هستند. در پایان چند مثال براي نشان دادن کارایی 
و توانایی روش براي حل مسائل غیرخطی وابسته به زمان ارائه شده 

 است.
، طیفیروش شبه ،هسته بازتولیدي فضاي هیلبرت :لیديکلمات ک

 .روش رانگ کوتا، گوردن-کلین مسئله

Abstract: In this paper, a pseudo-spectral method 
based on the reproducing kernels of Hilbert spaces 
will be introduced to solve the nonlinear        
Klein-Gordon problem. In order to approximate 
the spatial derivatives of the problem, we use the 
operational matrices obtained by the reproducing 
kernels of Hilbert spaces and also a fourth order 
Runge-Kutta method is used to discretize the time 
domain. Using reproducing kernel Hilbert space 
operational matrices and enforce the basis 
functions to satisfy the boundary conditions 
exactly are the main advantages of the proposed 
method. Several examples are presented to 
illustrate the efficiency and ability of the method 
for solving nonlinear time dependent problems. 

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, 
Pseudo-spectral method, Klein-Gordon problem, 
Runge-Kutta Method. 

 

 

گوردن در -کلین مسئلهمسائل غیرخطی از جمله  مقدمه 1

بسیاري از مسائل کاربردي فیزیکی از جمله فیزیک 
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شوند. ظاهر می ]2 ،1پلاسما و فیزیک حالت جامد [

صورت زیر گوردن به-مقدار اولیه غیرخطی کلین مسئله
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 همراه با شرایط اولیه

( ) ( ) ( ) ( ), , ,tu x u x u x v x= ∂ =0 00 0 

)و شرایط مرزي دیریکله، که در آن  ),u u x t= 

یک  t ،αو زمان  xبیانگر جابجایی موج در موقعیت

)ثابت معین و  )u .یک تابع غیرخطی است 

هاي زیادي در زمینه هاي اخیر پژوهشدر سال

هاي بازتولیدي فضاي هیلبرت در آنالیز کاربرد هسته

هاي محاسباتی انجام شده است که از عددي و روش

 جزئیتوان به حل عددي معادلات با مشتقات جمله می

 ] 3محلی [هاي گالرکین و همبا استفاده از روش

]، 4هاي چندگانه مسائل غیرخطی مقدار مرزي [جواب

]، حل 5تصادفی [ جزئیتقریب معادلات با مشتقات 

ها در ] و کاربرد هسته6عددي معادلات انتگرالی [

هاي . روش] اشاره کرد7هاي یادگیري ماشین [روش

صورت هاي بازتولیدي فضاي هیلبرت بهمبتنی بر هسته

آمیزي بر روي بسیاري از مسائل غیرخطی به موفقیت

اند، به عنوان مثال حل دستگاه غیرخطی مسائل کار رفته

مقدار مرزي، مسائل با نقطه بازگشت منفرد و مسائل 

]. در اینجا 11-8هاي ستاره شناسی [غیرخطی در پدیده

هاي هاي بازتولیدي را براي تولید ماتریسستهما ه

     کار برده و با استفاده از ترکیب روشعملیاتی به

غیرخطی  مسئلهطیفی با روش رانگ کوتا به حل شبه

هاي پردازیم. هستهگوردن می-وابسته به زمان کلین

شوند که در شرایط مرزي بازتولیدي طوري ساخته می

به طور دقیق صدق کنند. در پایان چند مثال براي  مسئله

نشان دادن کارایی و توانایی روش براي حل مسائل 

 غیرخطی وابسته به زمان ارائه شده است.

 

 روش حل 2

هاي طیفی مبتنی بر هستهدر این بخش، روش شبه

) همراه با 1( مسئلهبازتولیدي فضاي هیلبرت براي حل 

کار برده زي دیریکله بهشرایط مقدار اولیه و شرایط مر

)خواهد شد. ابتدا به کمک تابع مناسب  )h x  شرایط

کنیم. بعد از همگن سازي سازي میمرزي را همگن

 صورت زیر شرایط به

)2(            ( ) ( ) ( ), ,u x t v x t h x= + 

 صورت زیر خواهیم داشت:را به مسئله
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طیفی شبه فوق با استفاده از روش مسئلهحال هدف حل 

هاي بازتولیدي فضاي هیلبرت است. مبتنی بر هسته

هاي بازتولیدي فضاي بنابراین ابتدا به معرفی هسته

 پردازیم.هیلبرت می

) فضاهاي هیلبرت با هسته 3( مسئلهبه منظور حل 

]بازتولیدي  ] [ ],, , , ,m mm W a b W a b≥ 2 0    را  23

 کنیم:صورت زیر تعریف میبه
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]فضاي ضرب داخلی  . 1تعریف  ],mW a b2  را    

  صورت زیر خواهیم داشت:به
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 ( )}.1mu  ،طور مطلق پیوسته استبه −

]ضرب داخلی فضاي  ],mW a b2 صورت زیر را به

 خواهیم داشت:
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 صورترا به uهمچنین نرم 

( ),m mW W
uu v=

2 2
 

]خواهیم داشت که در آن  ], ,mu v W a b∈ 2. 

]فضاي  .1قضیه  ],mW a b2  یک فضاي هیلبرت با

هسته بازتولیدي است. یعنی براي هر 

( ) [ ]. ,mu W a b∈ ]و هر  2 ],y a b∈  ثابت، هسته

( ) [ ]. ,m
yR W a b∈  کهطوريوجود دارد به 2

( ) ( )( ) ( ). , . .my W
u R u y=
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)هسته بازتولیدي  ).yR  صورت زیر است:به 
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 ] مراجعه شود.8برهان. به [

]فضاي ضرب داخلی  . 2تعریف  ], ,mW a b2      را  0

 صورت زیر خواهیم داشت:به

( )1mu ]طور مطلق پیوسته استبه− ] ( ), { |2
mW a b u x=

 ( ) [ ] ( ) ( ), ,  and  }.2mu L a b u a u b∈ = 

]ضرب داخلی فضاي ], ,mW a b2 یک زیرفضاي  0

[ ],  mW a b2   بوده و ضرب داخلی و نرم آن مشابه

]فضاي  ],  mW a b2   خواهد بود. براي مشاهده

ات بیشتر در مورد فضاي هیلبرت با هسته جزئی

]بازتولیدي  ],  mW a b2  و[ ], ,mW a b2 به  و روش 0

] و مراجع ذکر 8ها به [دست آوردن هسته بازتولیدي آن

 ده در آنها مراجعه کنید.ش

)حال فرض کنید  )yR x  هسته بازتولیدي فضاي

[ ], ,mW a b2  است و قرار دهید  0

( ) ( )
jj xx R xψ = 

}که در آن  }j j
x

∞

=1
]یک مجموعه چگال در    ],a b  

}است، در این صورت  }j j
ψ

∞

=1
یک مجموعه کامل در  

[ ], ,mW a b2 طیفی مبتنی بر ]. در روش شبه9، 8است [ 0

}توابع  ،هاي بازتولیديهسته }j j
ψ

∞

=1
به عنوان توابع  

 گیرند.پایه مورد استفاده قرار می

صورت خلاصه معرفی طیفی بهروش شبه ابتدا

شد. یافتن جواب در یک مجموعه گسسته از خواهد 

طیفی است. هاي مهم روش شبه نقاط یکی از ویژگی

صورت به مسئلهطیفی جواب هاي شبه در روش معمولاً 

 شود: زیر در نظر گرفته می
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N j j
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u x xλ ψ
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,در نقاط  , ,ix i N= )اي  از توابع پایه 1… )j xψ 

) تابعتقریب کنیم و  استفاده می )u x    را در نقاط  

,ي اگره , ,ix i N= صورت زیر در نظر به 1…

 گیریم: می
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 زیر خواهیم داشت: صورتکه فرم ماتریسی آن را به

  )8(                      ,A=u λ 

] که در آن ], , T
Nλ λ= …1λ ،بردار ضرایبA 

)یاب با عناصر ماتریس درون ),i j j iA xψ=   و

( ) ( ), ,
T

N N Nu x u x = … 1u باشند. فرض می

یک عملگر خطی باشد، با اعمال این عملگر بر  کنید 

( )Nu x :خواهیم داشت 

)9(              ( ) ,
N

N j j
j

u xλ ψ
=

=∑
1

                         

, اگر نقاط , ,ix i N= ،  دندر رابطه فوق قرار گیر 1…

 دستگاه ماتریسی زیر را خواهیم داشت:

)10(                    ,A= Lu λ 

هاي ماتریس  مانند قبل بوده و مؤلفه λو uکه در آن 

A صورتبه  ( ) ( ), j ii j
A xψ=   خواهند

A=u بود. با استفاده از فرم ماتریسی  λ ردار ضرایب ب

1A صورترا به −=λ u  ،با  سپسخواهیم داشت

 :داریم قبلاز رابطه  استفاده

)11(                 1 ,A A −= Lu u   

را    متناظر با عملگر   Lبنابراین ماتریس عملیاتی 

 داشت: صورت زیر خواهیمبه

)12(                   1.A A −= L 

دست براي به Aیابپذیري ماتریس درونمعکوس

ضروري است. در حالت  Lآوردن ماتریس عملیاتی 

هاي  به پایه A یابدرونماتریس  پذیري کلی معکوس

ي امورد استفاده و همچنین نقاط گره

, , ,ix i N=  هاي وابسته است. در هسته 1…

بودن معین و مثبت  توجه بهبازتولیدي فضاي هیلبرت با 

براي هر یاب درونپذیري ماتریس  معکوسهسته 

شود. با نادیده  دو مجزا تضمین میبهمجموعه از نقاط دو

گرفتن شرایط مرزي فرض کنید معادله دیفرانسیل خطی 

 زیر را داریم:

.u f= 
توان با حل دستگاه خطی ماتریسی  جواب تقریبی را می

 زیر به دست آورد:

,=Lu f 
   u مقادیر توابع fو  uهاي بردارهاي  که در آن مؤلفه

ماتریس عملیاتی مربوط به  Lدر نقاط گرهی و   fو

 هستند. عملگر دیفرانسیلی 

صورت یک ) را به1گوردن (-کلین مسئلهابتدا 

-دستگاه معادلات مرتبه اول نسبت به متغیر زمان به

 نویسیم:صورت زیر می
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 شرایط اولیه زیر: شرایط مرزي دیریکله وهمراه 
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 همراه با شرایط اولیه زیر:
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سازي زمانی صریح حال با استفاده از روش گسسته

  هاي عملیاتی رانگ کوتاي مرتبه چهار و ماتریس

) 17( -)16( مسئلههاي بازتولیدي فضاي هیلبرت هسته

 صورت زیر خواهیم داشت:را به
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i,که در آن براي  =1  داریم: 2

( ), , , , m m
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 نتایج عددي 3

 

در این بخش به منظور نشان دادن کارایی و توانایی 

روش در حل مسائل غیرخطی وابسته به زمان از جمله 

دست آمده گوردن به ارائه نتایج به-غیرخطی کلین مسئله

 پردازیم.براي چند مثال می

گوردن زیر را در نظر -غیرخطی کلین مسئله .1مثال 

 بگیرید:

)19(          
 , 

 , ,

u u u xt x
t x

x t t T

∂ ∂
= − + +
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≤ ≤ < <
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 با شرایط اولیه

)20(  ( ) ( ), ,       , ,tu x t x t u x t x t= =3 3 3 3
0 0 0 03 

 و شرایط مرزي 

)21(            ( ) ( ), ,    , ,u t u t t= = 30 0 1 

 صورت زیر است:فوق به مسئلهجواب دقیق 

)22(          ( ), ,      .u x t x t t t T= ≤ <3 3
0 

دهیم در این مثال قرار می

, , , , , , t tT t d d= = =0
11 2 3 4 5

1000
Nو   = و  50

هاي طیفی مبتنی به هستهبا استفاده از روش شبه

پردازیم. در می مسئلهبازتولیدي فضاي هیلبرت به حل 

دست آمده با ماکزیمم خطاي مطلق نتایج به 1جدول 

] مقایسه شده 13 ،12بهترین نتایج گزارش شده در [

دهنده قدرت و توانایی روش معرفی شده است که نشان

 در حل مسائل غیرخطی وابسته به زمان است.

گوردن زیر را در نظر -غیرخطی کلین مسئله .2مثال 

 بگیرید:
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2 2

1 1 0
  



 46تا  39، صص 1، شماره 1هاي مختلط و غیرخطی/ جلد فصلنامه سیستم  

44 

 
 

5 روش معرفی شده
2W 3 روش معرفی شده 

2W  [13] مرجع     [12] مرجع    t 

. E −1 50479 11   . E −3 12116 6   . E −3 37 9   . E −1 1012 5   1 

. E −1 23562 10  . E −2 49227 5   . E −1 61 8   . E −1 6496 4   2 

. E −4 16264 10  . E −8 46046 5   . E −1 12 7   . E −5 9728 4   3 

. E −9 82918 10  . E −2 00395 4   . E −3 22 7   . E −1 8264 3   4 

. E −1 91083 10  . E −3 90132 4   . E −6 95 7   . E −3 6915 3   5 

Nمقایسه ماکزیمم خطاي مطلق با استفاده از  .1جدول  = tdو  50 =
1

1000
. 

 

 که در آن 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, cosh

sinh cosh ,

f x t x x t

x x t x x t

= − +

− + + +

2

6 3

2

4
 

 با شرایط اولیه

)24(               
( )
( )

, cosh , 

, sinh ,t

u x x x

u x x x

=

=

2

2

0
0

 

 و شرایط مرزي 

)25(         
( ) ( )
( ) ( )

, cosh , 

, cosh .

u t t

u t t

− = − +

= +

1 1
1 1

 

 صورت زیر است:فوق به مسئلهجواب دقیق 

)26(        ( ) ( ), cosh , 
.

u x t x x t
t T
= +

≤ <

2

0
 

دهیم در این مثال قرار می

, , , , , , T t dt dt= = =0
11 2 3 4 5

100
Nو  و  100=

هاي طیفی مبتنی به هستهبا استفاده از روش شبه

پردازیم. در می مسئلهبازتولیدي فضاي هیلبرت به حل 

دست آمده با ماکزیمم خطاي مطلق نتایج به 2جدول 

] مقایسه شده 14و  12بهترین نتایج گزارش شده در [

دهنده قدرت و توانایی روش معرفی شده است که نشان

در حل مسائل غیرخطی وابسته به زمان است.

روش معرفی شده

W 5
2  

W روش معرفی شده 3
2  [14] [12]   مرجع    مرجع

.  E −1 66821 8  .  E −2 46578 5  .  E −9 4526 5  .  E −5 0705 5   

.  E −5 69796 8  .  E −6 32895 5  .  E −9 7933 4  .  E −5 0260 4   

.  E −7 70627 7  .  E −9 15073 5  .  E −3 9740 3  .  E −2 0612 3   

.  E −1 4499 5  .  E −8 78711 5  .  E −1 2960 2  .  E −6 5720 3   

.  E −3 01619 4  .  E −2 95655 4  .  E −3 7224 2  .  E −1 9067 2   

N. مقایسه ماکزیمم خطاي مطلق با استفاده از 2جدول  tdو  100= =
1

100
. 
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به  2و  1هاي با توجه به نتایج ارائه شده در جدول

هاي توان مشاهده کرد که با استفاده از هستهسادگی می

      تريبیشتر نتایج دقیقبازتولیدي با درجه همواري 

دست آمده در مرجع آیند که نتایج تحلیلی بهدست میبه

 کند.] را تأیید می15[

 

 گیرينتیجه 4

هاي طیفی مبتنی بر هستهدر این مقاله یک روش شبه

غیرخطی  مسئلهبازتولیدي فضاي هیلبرت براي حل 

   گوردن معرفی شده است. در این روش-کلین

هاي عملیاتی را با استفاده از هستههاي ماتریس

 ،     آوریمدست میبازتولیدي یک فضاي هیلبرت به

طور دقیق در شرایط هاي بازتولیدي بههسته کهطوريبه

عد سازي بمنظور گسستهکنند. بهصدق می مسئلهمرزي 

از روش رانگ کوتاي مرتبه چهار استفاده  مسئلهزمانی 

دست آمده هاي عملیاتی بهماتریسایم. استفاده از کرده

هاي بازتولیدي فضاي هیلبرت با استفاده ازهسته

ها از همچنین اعمال دقیق شرایط مرزي بر روي پایه

مزایاي روش معرفی شده هستند. در پایان چند مثال 

براي نشان دادن کارایی و توانایی روش براي حل 

تایج ت. نمسائل غیرخطی وابسته به زمان ارائه شده اس

ها با نتایج گزارش شده در دست آمده و مقایسه آنبه

مقالات بر توانایی، دقت و کارایی روش معرفی شده 

 تأکید دارند.

 
 سپاسگزاري

صندوق  مالی حمایت وسیله نگارندگان مقاله ازبدین

 شهید دانشگاه حمایت از پژوهشگران و فناوران کشور و

.نمایندمی  قدردانی و تشکر تحقیق این انجام در بهشتی
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