
 هاي مختلط و غیرخطیسیستم
 62تا  55صص  ،1396 پاییز، 1، شماره 1ه دور، 1سال 

Complex and Nonlinear Systems 
Vol. 1, No. 1, Autumn 2017, pp. 55-62 

 

 مقدار اولیه با مشتق کسري پربهاکار مسائللیندلف براي -روش پیکارد 

 3ندا آهنجیده، *،2علیرضا انصاري، 1محمدحسین درخشان

 شهرکرد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده، . دانشجوي دکتري1
 شهرکرد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده، . دانشیار2
 شهرکرد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده، . دانشیار3

 08/06/1396 پذیرش: تاریخ          19/04/1396 دریافت: تاریخ

Picard-Lindelof method for initial value problems  
with Prabhakar fractional derivative 

Mohammad Hossein Derakhshan1,*, Alireza Ansari2, Neda Ahanjideh3 

1. PhD Candidate, Faculty of Mathematical Sciences, Shahrekord University 
2. Associate Professor, Faculty of Mathematical Sciences, Shahrekord University 
3. Associate Professor, Faculty of Mathematical Sciences, Shahrekord University 

Received: 7/10/2017          Accepted: 8/30/2017 

حسب مشتق له، یک دستگاه دیفرانسیل کسري بردر این مقا: هدیچک
پلاس کاربردن تبدیل لاکنیم و با بهکسري پربهاکار را معرفی می

پارامتري لفلر سه-حسب تابع متیگجواب این دستگاه کسري را بر
دست آوردن وجود و یکتایی جواب این آوریم. براي بهدست میبه

یک دنباله بازگشتی نوشته و با  سب برحدستگاه کسري، جواب را 
لیندلف وجود و یکتایی جواب این دستگاه -استفاده از قضیه پیکارد

کنیم. در نهایت با استفاده از قضیه بیان شده در کسري را اثبات می
 کنیم.یک مثال را بررسی می ،مقاله

روش ، وجود و یکتایی، مشتق کسري پربهاکار :کلمات کلیدي
 .لفلر-تابع میتگ، لیندلف-پیکارد

Abstract: In this paper, we introduce a system of 
fractional differential equations in the sense of the 
Prabhakar fractional derivative and by applying the 
Laplace transform we get the solution of the 
system with respect to the Mittag-Leffler function 
with three parameters. For obtaining the existence 
and uniqueness of the solution, we construct the 
sequence of iterates for the solution and by using 
the Picard-Lindelof theorem, we prove the 
existence and uniqueness of the solution of the 
system. Finally, we give an example by using the 
stated theorem. 

Keywords: Prabhakar fractional derivative, 
Existence and uniqueness, Picard-Lindelof 
method, Mittag-Leffler function. 

 

 

 مقدمه 1

هاي هاي اخیر، نظریه حساب کسري و دستگاهدر دهه

کاربردي و مهندسی مورد دیفرانسیل کسري در علوم 

دانشمندان قرار گرفته است. بعضی از  از توجه بسیاري

و  ]4-1[توان به هاي ریاضی و کاربردي را میجنبه

اشاره کرد. در این مقاله ما یک  منابع مربوط به آن

صورت زیر دستگاه دیفرانسیل شامل مشتق کسري به

  کنیم:تعریف می

)1(  ( ) ( , ( )), , ,nx t f t x t tα α= < < ∈R0 1D 
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مشتق  برحسب یک عملگر کسري  αDکه عملگر

)  و αکسري از مرتبه  , )f t x  تابع برداري یک

پیوسته است. در این مقاله وجود و یکتایی دستگاه 

است.  تحقیق ترین اهدافدیفرانسیل کسري یکی از مهم

وجود و یکتایی براي یک مسئله مقدار اولیه براي یک 

مطالعه شده  ]6, 5[معادله دیفرانسیل مرتبه کسري در 

در اینجا قصد داریم با جایگزین کردن یک مشتق . است

به بررسی وجود و یکتایی  αDتعمیم یافته به جاي

     جواب این دستگاه کسري با استفاده از قضیه

با  αDف بپردازیم. مشتق کسري بیان شده لیندل -پیکارد

جاي هسته به يجایگزین کردن یک تابع سه پارامتر

آید. به این تابع می دستبهلیوویل  -مشتق کسري ریمان

مشتق  αDگویند و به لفلر می-متیگسه پارامتري تابع 

مطرح  شود که توسط پربهاکار کسري پربهاکار گفته می

. اکنون قصد داریم نوعی از مشتق ]8, 7[شده است 

کسري به نام مشتق کسري پربهاکار را بیان کنیم و در 

وجود و  ،شامل این مشتق کسري )1(مورد دستگاه 

     یکتایی جواب این دستگاه را با استفاده قضیه

 2ف اثبات کنیم. براي این هدف، در فصل لیندل -پیکارد

پردازیم که در به بیان تعاریف و مقدمات مورد نیاز می

 3کنیم. در فصل هاي بعدي از آنها استفاده میبخش

را با استفاده از قضیه وجود و یکتایی این دستگاه کسري 

 4دهیم. در فصل لیندلف مورد مطالعه قرار می -پیکارد

با یک مثال به تفسیر وجود و یکتایی آن با استفاده از 

 لیندلف خواهیم پرداخت.-قضیه پیکارد

 

 تعاریف و مقدمات 2

):  فرض کنیم ]2[باس و همکاران (کیل .1تعریف 

( , )f L b∈ 1 tو  0 b< < ≤+ ، در این صورت 0∞

۰Fلیوویل-انتگرال و مشتق کسري ریمان

    αاز مرتبه 1

 : شودصورت زیر تعریف میبه
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۱Fکسري کپوتو

      صورت زیر تعریفبه α از مرتبه 2
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)فرض کنیم : )]8[ (پربهاکار .2تعریف  , )f L b∈ 1 و  0

t b< < ≤+ کسري ل ، در این صورت انتگرا0∞

 :شودیصورت زیر تعریف مپربهاکار به
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E,که  γ
ρ µ لفلر تعمیم یافته است که در سال -تابع متیگ

 :توسط پربهاکار معرفی شده است 1971
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) فرض کنیم: )]8[ (پربهاکار .3تعریف  , )f L b∈ 1 و  0

t b< < ≤+ کسري پربهاکار  ، در این صورت مشتق0∞

 :شودصورت زیر تعریف میبه

)7(
, , , , , ,

( )( ) ( ), ,df t f t t
dt

γ γ
ρ µ ω ρ µ ω+ +

−
−

= >0 1 0 0D E 

>µکه  <0 ,و  1 , ,ρ µ ω γ ∈C. 

: تبدیل لاپلاس مشتق کسري )]8[ (پربهاکار .1لم 

>µپربهاکار براي  <0  :صورت زیر داده شده استبه 1
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)که  )F s  تبدیل لاپلاس تابع( )f t  است که       

 شود:صورت زیر در نظر گرفته میبه

.( ) ( )stF s e f t dt
∞

−= ∫
0

 

لفلر -:  تبدیل لاپلاس تابع متیگ)]8[ (پربهاکار .2لم 

,تعمیم یافته  ( )t E tµ γ ρ
ρ µ ω−1 ورت زیر داده شده صبه

 است:
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کنیم ):  فرض می]2[(کیلباس و همکاران  .3 لم

, , , (Re( ),Re( ) )ρ µ ω γ ρ µ∈ >C  . پس 0

)10( , ,( ) ( ).
t

u E u du t E tµ γ ρ µ γ ρ
ρ µ ρ µω ω−

+=∫ 1
1

0

 

کنیم ):   فرض می]2[باس و همکاران (کیل .4 لم

, , , (Re( ),Re( ) )ρ µ ω γ ρ µ∈ >C  . پس: 0

)11(, ,

,

( ) ( ( ) ) ( )

( ).

t

t u E t u u E u du

t E t
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:یک تابع برداري  .4تعریف  nf D → R  در شرط

روي هر مجموعه باز  xلیپشیتس نسبت به 
nD ⊂ ×R R براي هر مستطیل 

{( , ) : , } ,Q t x t a x x b D= ≤ ≤ − ≤ ⊂00 
)اگر براي تمام ،کندصدق می , ), ( , )t x t y Q∈  یک

 Q که ممکن است وابسته به مجموعه QK ثابت

 کهطوريوجود داشته باشد به ،باشد

)12(    ( , ) ( , ) .Qf t x f t y K x y− ≤ − 

:یک تابع برداري  .5تعریف  nf D → R  در شرط

۲Fلیپشیتس

روي هر مجموعه باز  xیکنواخت نسبت به 1
nD ⊂ ×R R تمام براي کند اگرصدق می 

( , ), ( , )t x t y Q∈  یک ثابتK  وجود داشته باشد

 کهطوريبه

( , ) ( , ) ,f t x f t y K x y− ≤ − 

 نامند.را ثابت لیپشیتس می Kکه ثابت

کنیم میفرض  ): ]3[(کیلباس و همکاران  .1قضیه 

( , )f t x  یک تابع برداري پیوستهn- بعدي روي

 :است Qمستطیل

{( , ) : , }Q t x t t t a x x b= ≤ ≤ + − ≤0 0 0 

 Qروي  xو در شرط لیپشیتس یکنواخت نسبت به

 کند. فرض کنید صدق می

max{ ( , ) :( , ) },M f t x t x Q= ∈ 

 و

1 Lipschitz 
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min , ba
M

α  =  
 

 

در این صورت دستگاه دیفرانسیل کسري 

' ( , ( ))x f t x t= جواب یکتاي ( )x t  روي

[ , ]t t α+0   ،علاوهدارد. به 0

( ) , [ , ].x t x b t t t α− ≤ ∈ +0 0 0 

 

یکتایی جواب براي  دستگاه  وجود و  3

 دیفرانسیل کسري  پربهاکار

در این بخش یک دستگاه دیفرانسیل کسري مستقل 

کنیم و خطی شامل مشتق کسري پربهاکار معرفی می

کنیم. دستگاه وجود و یکتایی جواب آن را بررسی می

 گیریم:کسري زیر را درنظر می
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با شرایط اولیه  )13(هاي دستگاه کسري جواب .2قضیه 

 صورت زیر است:بیان شده به

)14( 
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براي دو طرف  Lبرهان: با به کاربردن عملگر لاپلاس

 داریم: )8(و با استفاده از فرمول  )13(

)15(     
( ) ( )

( ) ( , ( )),

X s x s s

s s f s x s
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بردن تبدیل لاپلاس معکوس براي دو طرف کاربا به

و در نظر گرفتن  قضیه پیچش براي تبدیل  )15(رابطه 

   دستبهبراي معادله اخیر حکم  )9(لاپلاس و رابطه 

 آید.می

)کنیم فرض می .3قضیه  , )f t x  یک تابع برداري

 :است Qبعدي روي مستطیل -nپیوسته 

{ },( , ) : , ( )Q t x t a x x t E t bµ γ ρ
ρ µ ω−= ≤ ≤ − ≤1

00

 

 Qروي   xو در شرط لیپشیتس یکنواخت  نسبت به 

 کند. فرض کنید صدق می

,

max{ ( , ) :( , ) },

max{ ( ) :( , ) },

M f t x t x Q M

E t t x Qγ ρ
ρ µ ω
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min , .ba
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 

=  
 1

 

جواب  )13(در این صورت دستگاه دیفرانسیل کسري 

)یکتایی  )x t  روي[ , ]α0 علاوه،دارد. به 

,( ) ( ) ,

[ , ].

x t x t E t b
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−− ≤

∈

1
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برهان: براي اثبات کافی است نشان دهیم که معادله 

]) یک جواب روي14انتگرالی ( , ]α0  دارد. دنباله

} بازگشتی پیکارد }kx روي[ , ]α0  را براي

, , ,...k = 01  کنیم:صورت زیر تعریف میبه 2
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دهیم که هر دنباله بازگشتی پیکارد با استقراء نشان می

kx  روي[ , ]α0 تعریف و پیوسته است و خوش

است. واضح است که  Qآن درهمچنین گراف 
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,( ) ( )x t t E tµ γ ρ

ρ µ ω−1
کند. در این شرایط صدق می 0

تعریف و پیوسته روي خوش kxکنیم که فرض می

[ , ]α0  و باشد 
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]روي , ]α0 تعریف و پیوسته است. همچنین خوش
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µαو )10(که از رابطه  α≤  شود:نتیجه می 
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]در نهایت براي , ]t α∈ شود. فرض استقراء کامل می 0

)ثابت لیپشیتس براي تابع Kکنیممی , )f t x  نسبت

 کنیم کهباشد. اکنون با استقراء ثابت می Qروي  xبه 
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kبراي  که واضح است = برقرار است.  )18(رابطه  0
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 مجموع جزئی سري شود. دنبالهکامل می )18(و اثبات 
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توان نشان داد که دنباله بازگشتی پیکارد بنابراین می

{ ( )}kx t روي بازه[ , ]α0 همگرا طور یکنواخت به

روي بازه )19(که سري نامتناهی با نشان دادن این( است
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[ , ]α0 با توجه به . )یکنواخت همگرا است طوربه

 برقراري نامساوي

( )
, ( )

( ) ( )

( ) ( ),

[ , ],

m m

kk
k

x t x t
M t K E t
K

t

γµ ρ
ρ µ ω

α

+

++
+ +

−

≤

∈

1

11
1 1

0

 

 سري  ییهمگرا و

( )
,( )( ) ( ),k k

k
m

M t K E t
K

µ γ ρ
ρ µ ω

∞
+ +

+ +
=
∑ 1 1

1 1
0

 

توان همگرایی مطلق آن را با استفاده از آزمون نسبت می

 ،وایراشتراس-M. بنابراین طبق آزمونآورد دستبه

]روي بازه )19(سري نامتناهی  , ]α0 یکنواخت  طوربه

}همگرا است. لذا دنباله بازگشتی پیکارد  ( )}kx t  روي

]بازه , ]α0 یکنواخت همگرا است. فرض کنیم طوربه 

( ) lim ( ), [ , ].k
k

x t x t t α
→∞

= ∈ 0 

)چون تابع  , )f t x کنددر شرط لیپشیتس صدق می، 

 پس داریم:

( , ( )) ( , ( ))

( ) ( ) ,
[ , ],

k

k

f t x t f t x t

K x t x t
t α

−

≤ −

∈ 0
 

 بنابراین

lim ( , ( )) ( , ( )), [ , ],k
k

f t x t f t x t t α
→∞

= ∈ 0 

 داریم: )16(از دو طرف رابطه  گیريحدبا 

,

,

( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( , ( )) ,

[ , ].

t

x t x t E t

t u E t u f u x u du

t

µ γ ρ
ρ µ

µ γ ρ
ρ µ

ω

ω

α

−

−

=

+ − −

∈

∫

1
0

1

0
0

 

)بنابراین  )x t  جوابی از دستگاه دیفرانسیل کسري

است. براي تکمیل اثبات، اثبات یکتایی جواب  )13(

باقی مانده است. فرض  )13(دستگاه دیفرانسیل کسري 

) کنیم می )y t جوابی از دستگاه دیفرانسیل کسري

βکه   )13( α< ]روي  0≥ , ]α0 دهیم باشد. نشان می

( ) ( )y t x t= چون .( )y t  به عنوان جوابی از

 بنابراین داریم: ،است )13(دستگاه دیفرانسیل کسري 

,

,

( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( , ( )) ,

[ , ],

t

y t x t E t

t u E t u f u y u du

t

µ γ ρ
ρ µ

µ γ ρ
ρ µ

ω

ω

β

−

−

=

+ − −

∈

∫

1
0

1

0
0

 

 توان با استقراء ثابت کرد:طور مشابه میاز این رو به

)20(   ( )( )
, ( )

( ) ( )

( ),

[ , ], , , ,

k
kk k

k

y t x t

MK t E t

t k

γµ ρ
ρ µ ω

β

++
+ +

−

≤

∈ =

11
1 1

0 01 2

              

 بنابراین داریم:

( ) lim ( ) ( ), [ , ].k
k

y t x t x t t β
→∞

= = ∈ 0    □ 

برقرار باشد و 3کنیم فرضیات قضیه فرض می .1نتیجه 

{ ( )}kx t  3دنباله بازگشتی پیکارد در اثبات قضیه 

)باشد. اگر  )x t  جوابی از دستگاه  دیفرانسیل کسري

 باشد، پس  )13(

)21(( ) ( )
, ( )

( ) ( )

( ),

[ , ], , , ,

k

k k k
k

x t x t

MK t E t

t k

µ γ ρ
ρ µ ω

α

+ +
+ +

−

≤

∈ =

1 1
1 1

0 01 2
 

)ثابت لیپشیتس براي تابع Kکه , )f t x  نسبت به

x  رويQ .است 

nDکنیم فرض می .2نتیجه  ⊂ ×R R  یک

:زیرمجموعه باز،  nf D → R  یک تابع پیوسته و

, , ,
( , )f t xγ

ρ µ ω +0D  ماتریس ژاکوبین روي مجموعه

)پیوسته باشد. پس براي  Dباز , )t x D∈0 مسئله  0

یک بازه  جواب یکتا بر روي یک )13(مقدار اولیه 

 داخل آن دارد. t0شامل



 پربهاکار يبا مشتق کسر یهمقدار اول مسائل يبرا یندلفل-یکاردروش پدرخشان و همکاران: 
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)یک مجوعه باز و Dبرهان: چون  , )t x D∈0 0 

a,بنابراین اعداد مثبت ،است b  کهطوريبهوجود دارد: 

{( , ) : , } .R t x t t a x x b D= ≤ − ≤ − ≤ ⊂0 0 10 

)از طرفی تابع  , )f t x در شرط لیپشیتس نسبت بهx 

 با ثابت لیپشیتس  Rروي

{ }, , ,
max ( , ) :( , ) ,K f t x t x Rγ

ρ µ ω += ∈0D 

 و Q=Rکند. حالا با در نظر گرفتن صدق می

1

,

max{ ( , ) :( , ) },

max{ ( ) :( , ) },

M f t x t x Q M

E t t x Qγ ρ
ρ µ ω

= ∈

= ∈
 

 همچنین 

min , ,ba
MM

α
 

=  
 1

 

دراي  )13(لیندلف مسئله -با استفاده از قضیه پیکارد

 □ باشد.جواب یکتا می

 

 مثال 4

  هاي دستگاه  دیفرانسیل کسري با مقدار اولیه جواب

صورت زیر را با پیدا کردن دنباله بازگشتی پیکارد به

)یعنی  ،دوم )x t2 زنیمتقریب می: 

, , ,

, , ,

( ) ( ) , , ,

( ) .

nx t x t t

x

γ
ρ µ ω

γ
ρ µ ω

µ+

+
+

= + < < ∈

=

R0

0

1 0 1

0 0

D

D
 

تقریب خوبی براي این دنباله  )21(با استفاده از رابطه 

)آوریم. اول دنباله بازگشتی پیکارد اول می دستبه )x t1 

kبا قرار دادن  را = پس  ؛آوریممی دستبه )16(در  0

 داریم:

,

,

( ) ,

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ), [ , ],

t

x t

x t t u E t u x u du

t E t t
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µ γ ρ
ρ µ

ω

ω α

−

+

=

= − − +
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∫

0

1
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1
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0

 

kحالا با قرار دادن دنباله بازگشتی  )16(در رابطه  1=

)پیکارد دوم  )x t2  صورت آوریم که بهمی دستبهرا

 شود:زیر بیان می

,

, ,

, ,

( ) ( ),
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( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ), [ , ].

t
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توانیم تقریب بهتري با استفاده از بینیم که چطور میمی

استفاده از  آوریم. حالا با دستبهدنباله بازگشتی پیکارد 

 آوریممی دستبه  )21(رابطه 

,( ) ( ) ( ) ,

[ , ].

x t x t MK t E t

t

γµ ρ
ρ µ ω

α
+− ≤

∈

32 3
2 3 1
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