
 هاي مختلط و غیرخطیسیستم
 70تا  63صص  ،1396 پاییز، 1، شماره 1ه دور، 1سال 

Complex and Nonlinear Systems 
Vol. 1, No. 1, Autumn 2017, pp. 63-70 

 

  Corresponding author: epeyghan@gmail.com نویسنده مسئول*

 

 بعدي دو ریمانی هايخمینه در تقارن موضعی بررسی

 2، عیسی شراهی،*1اسماعیل پیغان

 دانشکده علوم پایه، دانشگاه اراك، ریاضی ، گروه. دانشیار1
 دانشکده علوم پایه، دانشگاه اراك، ریاضی ، گروه. دانشجوي دکتري2

 26/06/1396 پذیرش: تاریخ          12/05/1396 دریافت: تاریخ

On locally symmetry on 2-dimensional Riemannian manifolds 

Esmaeil Peyghan1,*, Esa Sharahi2 

1. Associate Professor, Department of Mathematics, Faculty of Sciences, Arak University 
2. PhD Candidate, Department of Mathematics, Faculty of Sciences, Arak University 

Received: 8/3/2017          Accepted: 9/17/2017 

 وضعیت بررسی براي کافی و لازم شرایطی مقاله، این در: هدیچک

 دستبه دوبعدي دلخواه ریمانی یک خمینه روي موضعی تقارن
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 بهبود را شهودي هاينگرش و شود گرفته کار به هارویه دوبعدي

 که وضعیتی براي معادل شرایطی ایجاد و بررسی به نین،چهم .دبخش

 متقارن متریک همدیس ریمانی، موضعاً دو با دوبعدي یک خمینه
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Abstract: In this paper, we are going to derive 
some necessary and efficient conditions for a       
2-dimensional Riemannian curve to be locally 
symmetric. These conditions are free of Lie group 
discussions and thus could be apply for                 
2-dimensional computations on surfaces without 
dealing with Lie groups concepts and improve 
intuitive observations. Also, we deal with 
equivalent conditions under which a 2-dimensional 
Riemannian curve with two conformal Riemannian 
metrics is locally symmetric. 
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 مقدمه 1

 ممکن ریمانی هندسه مطالعه هنگام که سؤالاتی از یکی

مشتق  اگر که است این برسد، شخص ذهن به است

۰Fکواریان

 انحنا متحد با صفر باشد، یعنی تانسور 1

R∇ = ست مثلاً در بدیهی ؟دهدچه روي می ،0

این ها ثابت باشد، هایی که تانسور انحناي آنخمینه

1 Covariant Derivative 

خواهد افتاد. بنابراین، حداقل در وجود چنین اتفاق 

۱Fفضاهایی شکی نیست. الی کارتان

ثابت کرد که این  2

یکی از شرایط معادل  ،تساوي در یک خمینه ریمانی

است. در هندسه » تقارن موضعی«براي مفهومی به نام 

۲Fدیفرانسیل، فضاهایی را که تقارن ژئودزیکی

حول هر  3

2 Elie Cartan 
3 Geodesic 
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۳Fها یک ایزومترينقطه در آن

فضاهاي  ،موضعی است 1

نامند. منظور از این تقارن ژئودزیکی موضعاً متقارن می

نگاشتی است که هر  p اي ماننداطراف نقطهدر 

)ژئودزیک  )tγ  گذرنده از( )p γ= را به ژئودزیک  0

( )tγ تبدیل کند. اگر خمینه کامل باشد، آنگاه به  −

٤Fرینو-لطف قضیه مشهور هوف

هر نقطه، توان براي می 2

یک تقارن ژئودزیکی سرتاسري تعریف کرده و اگر تمام 

» متقارن«ها ایزومتري باشند، آنگاه خمینه را این تقارن

 لقب دهیم.

در فضاهاي ریمانی، صفر شدن مربع یک تانسور 

صفر بودن خود آن تانسور را نتیجه خواهد داد. بنابراین، 

... R∇∇ ∇ = ∇Rدل طور دقیق معابه 0 = است.  0

پیامد نکته اخیر، پایستگی شرط تقارن نسبت به تعمیم 

دهد که تقارن در فضاهاي ریمانی یک بوده و نشان می

اي از ناپذیر است. چنین اهمیت ویژهمفهوم تفکیک

کرده   تقارن، نگاه ریاضیدانان بسیاري را به خود جلب 

آنهاست. مطالعات کامل و است که الی کارتان سرآمد 

پربار کارتان درباره تقارن بر هیچ کس پوشیده نیست. 

هاي کارتان بسیار مایل بود تا نگرش خود را بر خمینه

هاي لی پیش ببرد. وي موضعاً متقارن از دریچه گروه

هاي هاي گروهچنین فضاهایی را توسط خارج قسمت

تقارن به بندي کرد. در حقیقت، فضاهاي مساده طبقهشبه

       بنديسه دسته تخت، فشرده و غیرفشرده تقسیم

شوند. فضاي اقلیدسی، کره در فضاي اقلیدسی و می

هایی از این فضاي هذلولوي حقیقی، به ترتیب مثال

هستند.  -1+ و 1ها بوده که داراي انحناهاي صفر، دسته

1 Isometric 
2 Hopf-Rinow 

ویژه در هندسه جبري از بندي بهدسته سوم این تقسیم

 اي برخوردار است. هاهمیت ویژ

هاي معادلی از یک توضیح تاریخی پیرامون پنداره

  ]1[ بندي کارتان از این فضاها درتقارن و تقسیم

توان قانع شد که جا میست. همچنین در همانیافتنی

سختی به ه این نتیجه رسید که باید بهکارتان چگونه ب

 دنبال فضاهاي متقارن گشت.

ها در فضاهاي متقارن همچنان ادامه دارند. بررسی

این فضاها به علت خاصیت تقارن بسیار مورد توجه 

اند. دانان و دانشمندان سایر علوم قرار گرفتهفیزیک

هاي خالص هندسی، ردپاي فضاهاي علاوه بر جنبه

توان در کوانتوم، پردازش تصویر و مکانیک میمتقارن را 

  .]3, 2[ نیز یافت

     ما در این جستار، توجه خود را به حالت

کرد و خواهیممعطوف عدي بهاي ریمانی دو خمینه

شرایط معادلی را براي بررسی سریع اینکه یک رویه 

آورد. در بخش دست خواهیممتقارن است و یا نه، به

ایم. در بعدي، به مروري سریع بر مفاهیم لازم پرداخته

شرایطی لازم و کافی براي تقارن موضعی در  3بخش 

ایم. در نهایت، هایی ارائه کردهعد، به همراه مثالدو ب

عدي موضعاً نیز به ارتباط بین یک فضاي دو ب 4بخش 

٥Fمتقارن مجهز به دو متریک همدیس

ریمانی اختصاص  3

 است.  یافته

 

 مفاهیم مقدماتی 2

مجهز به فرم   Vبعدي−nفرض کنید فضاي برداري 

از نشان   Vگویندخطی متقارن ناتبهگنی باشد. دو

3 Conformal 
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( , )k n k−  است، هرگاه در بیان آن فرم بر حسب

nمربع منفی و kمجموعی از مربعات، k−  مربع

 روي gباشد. یک تانسور متریک مثبت وجود داشته

میدان تانسوري ،Mپذیري مانندخمینه دیفرانسیل

( ),0 ناتبهگن متقارنی است که داراي نشانی ثابت  2

است. از دیدگاه سرتاسري، اگر فضاي مماس بر خمینه

M صورت را بهp M pTM U T M∈=  در نظر

یک متریک ریمانی  ،هاي متداولبگیریم، در بررسی

است از برشی از عبارت  Mروي

* *T M T M⊗ که در هر نقطه متقارن و     

 معین است. مثبت

شود که براي هر در هندسه ریمانی نشان داده می

)خمینه ریمانی ),M g ۶تنها یک التصاقF

وجود  ∇ 1

 کند: زمان برآوردهکه شرایط زیر را همطوريدارد، به

) [ , ],
) ( , ) ( , ) ( , ).

X Y

X X

i Y X X Y
ii Xg Y Z g Y Z g Y Z
∇ −∇ =

= ∇ + ∇
 

۷Fآزاد-تاب«شرط اول، خاصیت 

ي نام داشته و یکتایی »2

شود. همچنین شرط دوم را التصاق مزبور از آن ناشی می

کنند. در عمل، استفاده میبراي اثبات وجود این التصاق 

مشهور به التصاق  ∇این تنها التصاق متریک تاب آزاد

۸Fچویتا-لوي

)را روي یک خمینه ریمانی 3 ),M g  با

 آورند:دست میحل دستگاه زیر به

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ([ , ), )

([ , ], ) ([ , ], ).

Xg Y Z Xg Y Z Y g Z X
Zg X Y g X Y Z
g Y Z X g Z X Y

∇ = +
− +
− +

2
 

۹Fدستگاه اخیر نیز به فرمول کازول

 مشهور است.  4

1 Connection 
2 Torsion-Free 
3 Levi-Civita 
4Koszol  

axهاي موضعی طبق معمول، پایه
∂
∂

  ∂aرا با  

 هاي ماتریسمختصر کرده و بنابراین مؤلفه
a b

abg g dx dx= ⊗ 
)صورت را به , )ab a bg g= ∂ و همچنین  ∂

cچویتا را با -هاي التصاق لويمؤلفه
abΓ  که

c
a b ab c∇∂ ∂ = Γ بر میدان  Rدهیم. اگرنشان می ∂

 تانسوري انحناي التصاق اخیر دلالت کند، آنگاه 

 هاي تعریف

[ , }

( , )

,
p

p p p p Y

p X X Y Z

R X Y Z X Z
Y Z

= ∇ ∇

−∇ ∇ −∇
 

 و

( , , , )

( ( , ) , )
p p p p

p p p p

R X Y Z W
g R Z W Y X=

 

,دوي آنهاکه در هر ,X Y Z وW  هاي برداري میدان

  اي دلخواه درون آن است، نقطه pبوده و Mروي

 شوند. صورت موضعی انجام میبه

 رابطه

,

a a a
bcd c bd d bc

a k a k
c ck c bd c dk c bc

R = ∂ Γ −∂ Γ

+ ∂ Γ ∂ Γ −∂ Γ ∂ Γ
 

ریمان است. معمولاً براي بیان موضعی تانسور انحناي 

تر و استفاده از اتحادهاي معروف در محاسبات سریع

eاین راستا، ادغام 
abcd ae bcdR g R= به کار بسته    

نماد مختصري براي  abcdRشود که در آن می

( , , , )a b c dR ∂ ∂ ∂ توان ملاحظه کرد که است. می ∂

abcdR هاي اول و دوم اندیسنسبت به جابجایی زوج

هاي اول و دوم و متقارن و نسبت به جابجایی اندیس

 همچنین سوم و چهارم پادمتقارن است. 

 Mدر pیک تقارن ژئودزیکی حول نقطه

pS:نگاشتی همچون  U M→ است کهp  را
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هاي گذرنده ازثابت نگه داشته و مسیر تمام ژئودزیک

p کند. با تحدید برد را وارون میpS به خودU 

MSداشت خواهیم  Id=2 ،همچنین براي سادگی کار .

      را همسایگی نرمال در نظر  Uمتداول است که

هاي هاي نرمال در خمینهگیرند (این همسایگیمی

صورت موضعی وجود دارند). ریمانی همواره حداقل به

)در مختصات نرمالی مانند  )i nx   ، pدر اطراف  1

 صورترا به pSتوان می

( ,..., ) ( ,..., )n nx x x x→ − −1 1 
۱۰Fیک وابرریختی pSبیان کرد. در این حالت، 

به Uاز 1

U علاوه، بوده و به( )p p TMd S Id= −. 

ئودزیکی یک تقارن ژ Mاگر براي هر نقطه در

)گاهایزومتري موجود باشد، آن ),M g  را یک خمینه

علاوه، اگر دامنه تمام ریمانی موضعاً متقارن نامند. به

باشد، آنگاه  Mهاي ژئودزیکی یافت شدهتقارن

( ),M g صورت سرتاسري) متقارن نامند.را (به 

قضیه زیر که در هندسه ریمانی بسیار مشهور است، 

گیري از امکان بررسی تقارن موضعی توسط مشتق

 دهد. دست میضرایب تانسور انحنا را به

و  gمجهز به متریک ریمانی Mخمینه ]4[ .1قضیه 

را در نظر بگیرید. با این شرایط،  ∇التصاق متریک 

M  آزاد -تاب ∇موضعاً متقارن است اگر و تنها اگر

 Mروي Xبوده و همچنین براي هر میدان برداري

Xاتحاد  R∇ =  برقرار باشد.  0

 

 هاي تقارن در دو بعدبررسی 3

1 Diffeomorphism 

مطالب این بخش بر محور ارائه شرایط لازم و کافی 

دو بعدي ریمانی از دیدگاه  رویهبراي آزمودن یک 

اند. توضیح این نکته ضروري تقارن موضعی نگاشته شده

است که براي پرهیز از خستگی خواننده و همچنین 

ها در این جستار تر شدن نوشتار، جزئیات محاسبهکوتاه

 اند. نیامده

هاي تانسور انحنا گزاره زیر، روابط بین مؤلفهدر 

۱۱Fبر حسب ضرایب کریستفل

چویتا بیان -التصاق لوي 2

هاي اصلی این بخش، روابط اند. در یافتن قضیهشده

 اند.موجود در گزاره زیر مورد استفاده قرار گرفته

هاي غیرصفر یک خمینه ریمانی دو مؤلفه .1گزاره 

 صورت زیر هستند:بعدي به

, ,

,

R R R R
R R R R

= − = −

= − = −

1 1 1 1
112 121 221 212
2 2 2 2

112 121 221 212

 

 که

( )

( )

( )

( )

x y

y x

y x

x y

R

R

R

R

 = ∂ Γ −∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ


= ∂ Γ −∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ


= ∂ Γ −∂ Γ + Γ Γ +Γ Γ


− Γ Γ +Γ Γ
= ∂ Γ −∂ Γ + Γ Γ +Γ Γ

− Γ Γ +Γ Γ

1 1 1 1 2 1 2
112 12 11 12 12 22 11

2 2 2 1 2 1 2
221 12 22 12 12 22 11

1 1 1 1 2 1 2
221 12 22 12 12 22 12

1 1 1 2
11 22 12 22

2 2 2 2 1 2 2
112 12 11 11 12 12 12

2 1 2 2
12 11 11 22





 

برهان. محاسباتی سرراست با استفاده از بیان موضعی 

ها، احکام انحنا و خواص جابجایی آن نسبت به اندیس

 □ فوق را نتیجه خواهد داد. 

وقتی رویه ریمانی دو بعدي باشد، تنها مؤلفه 

R1212  .براي شناسایی تمام مؤلفه هاي انحنا کافی ست

بنابراین، نگرش ما به سمت یافتن بیانی از شرط تقارن 

2 Christoffel Coefficients 
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 ebcdRصورت هاي انحنا بهموضعی که حاوي مؤلفه

شود. در گزاره زیر، شرط تقارن موضعی باشند جلب می

در قالب  بعديn–براي یک خمینه ریمانی دلخواه

اي براساس هاي پارههاي با مشتقدستگاهی از معادله

 شود.مؤلفه هاي چهارتایی انحنا بیان می

∇Rشرط  .2گزاره  =  به معناي 0

( ( , , , ))
( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ),

T

T T

T T

R T R X Y Z W
R X Y Z W R X Y Z W
R X Y Z W R X Y Z W

= ∇ =
− ∇ − ∇
− ∇ − ∇

0
 

,است که در آن همه  , , ,T X Y Z W هاي میدان

 هستند. Mبرداري دلخواه روي

برهان. ویژگی تانسورها اجازه می دهد تا به جاي این  

ها را قرار داده و سپس با میزانی هاي برداري، پایهمیدان

هاي سرراست، بیان موضعی مذکور در گزاره از محاسبه

 □  آوریم.دست میرا به

هاي ریمانی دو بعدي باز اکنون، به فضاي رویه

هاي گردیم. در این وضعیت، با برخی محاسبهمی

تماماً  2تواند بررسی کند که گزاره تکنیکی شخص می

 شود. به قضیه زیر منتهی می

یک خمینه ریمانی دو بعدي موضعاً متقارن  .2قضیه 

 است اگر و تنها اگر

 )1( ( ) ( ) . ,a a aR R a∂ − Γ + Γ = =1 2
1212 1 2 12122 0 1 2  

را در دو بعد به کار بریم. در  2برهان. کافی است گزاره 

هاي انحنا یا صفر بوده و یا این صورت، چون تمام مؤلفه

اند، تنها دو متفاوت R1212حداکثر در علامت با مؤلفه 

 □   باقی خواهند ماند. )1(معادله 

است.  PDEاهی از دو معادله دستگ )1(رابطه 

Rکنید که وقتی مشاهده می =1212 ، آنگاه به سرعت 0

 شود که خیمه موضعاً متقارن است.نتیجه می

یک تأیید دیگر بر این مدعا است که یافتن  2قضیه 

متریک ریمانی مناسبی که خمینه مفروضی با آن متریک، 

موضعاً متقارن شود، کاري دشوار و البته در بسیاري 

موارد، نشدنی است. در حقیقت، کافی است به دستگاه 

از این دیدگاه بنگرید که قرار است ضرایب  )1(

 R1212کریستُفلی را بیابیم که در آن صدق کنند (خود 

دانیم که در حالت شود). میبیان می نیز بر مبناي همان

صورت کلی، یافتن متریک ریمانی تنها بر مبناي انحنا به

 فرد غیرممکن است. هبمنحصر

برقرارند. با کمی  )1(اکنون فرض کنید معادلات 

 داد که قضیه زیر درست است. توان نشانتلاش می

اگر یک خمینه ریمانی دو بعدي موضعاً متقارن  .3قضیه 

 زمان برقرار باشند:باشد، آنگاه بایستی شرایط زیر هم

1 .( ) ( )dy
x
∂

Γ +Γ − Γ +Γ
∂ ∫ 1 2 2 1

12 12 12 مستقل  12

 باشد، yاز 

2 .( ) ( )dx
y
∂

Γ +Γ − Γ +Γ
∂ ∫ 2 1 1 2

12 12 12 مستقل از 12

x .باشد 

 )1(کنیم که با فرض برقراري برهان. به همین بسنده می

 □  شود.هاي آن احکام مزبور منتج میحل معادله

که یک ، شرایط لازمی را براي تحقیق این3قضیه 

خمینه ریمانی دو بعدي موضعاً متقارن است یا نه، در 

توجه به این نکته بسیار مهم است که  گذارد.اختیار می

شرایط این قضیه، کافی نیستند. در مثال زیر، درستی 

 ادعاي اخیر بررسی شده است. 
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 . متریک ریمانی زیر را در نظر بگیرید:1مثال 

( )
.

xy
gij

y

 
=   
 

2

2

0
0

 

 داشتبا محاسبه خواهیم 

, ,

, , .

x y
x
y y

Γ = Γ = Γ =

Γ = Γ = Γ =

1 1 1
11 12 22

2
2 2 2

11 12 22

1 1 0

10
 

Rبنابراین  x= 2
1212 داراي  3هاي قضیه معادله. 2

هاي جواب
x

−
و  1

y
−

ترتیب عاري از هستند که به 2

 هستند. اما xو  yمتغیرهاي 

)2(  ( ) xR R
y y
∂

− Γ +Γ = −
∂

2
1 2

1212 21 22 12122 8 

که فرو بریزد. پس، علیرغم این 2ضیه شود قکه باعث می

ولی  ،کندرا برآورد می 3این متریک شرایط قضیۀ 

 براي آن برقرار نیست. )1(هاي رابطه معادله

و  2هاي آزمایی قضیهدر ادامه، دو مثال براي راستی

 ایم.آورده 3

 متریک .2مثال 

ij

y
g

y

 
 
 =
 
 
 

2

2

1 0

10
2

 

Sداراي انحناي اسکالر ثابت منفی بوده ( = ) و 4−

بنابراین طبق قضایاي معروف هندسه ریمانی، موضعاً 

 شود کهمتقارن است. با محاسبه معلوم می

, ,

, ,

y

y y

Γ = Γ = − Γ =

Γ = Γ = Γ = −

1 1 1
11 12 22

2 2 2
11 12 22

10 0

2 10
 

Rو بنابراین 
y

=1212 2
 علاوه،، به2

( ) ( ) ,

( ) ( ) ;

dy
x

dx
y y

∂
Γ +Γ − Γ +Γ =

∂
∂

Γ +Γ − Γ +Γ =
∂

∫

∫

1 2 2 1
12 22 12 11

2 1 1 2
12 11 12 22

0

3 

 نیز صفر است. )1(چنین دستگاه هم

 اي دو بعدي را که متریک ریمانیکره .3مثال 

( )

( )

ij

x y
g

x y

 
 + + =
 
 + + 





2 2 2

2 2 2

4
1

4
1

 

     دانیماست در نظر بگیرید که می روي آن القا شده

صورت سرتاسري (و بنابراین) موضعاً متقارن است به

 اسکالر(داراي انحناي    S = است). با محاسبه  2

 شود کهمعلوم می

,

,

,

x
x y

y
x y

x
x y

Γ = −
+ +

Γ = −
+ +

Γ = −
+ +

1
11 2 2

1
12 2 2

1
22 2 2

2
1

2
1

2
1

 

,

,

.

y
x y

x
x y

y
x y

Γ = −
+ +

Γ = −
+ +

Γ = −
+ +

2
11 2 2

2
12 2 2

2
22 2 2

2
1

2
1

2
1

 

بنابراین 
( )

R
x y

=
+ +1212 2 2 4

16
1

بستن کار. با به

کرد که براي این کره مشاهده خواهیم 3و  2 هايقضیه

 برقرار بوده و همچنین  )1(
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( ) ( ) ,

( ) ( ) .

dy
x

dx
y

∂
Γ +Γ − Γ +Γ =

∂
∂

Γ +Γ − Γ +Γ =
∂

∫

∫

1 2 2 1
12 22 12 11

2 1 1 2
12 11 12 22

0

0
 

 

هاي تقارن موضعی در حالت بررسی 4

 هاي ریمانیهمدیسی متریک

به دو  Mکنیم خمینه دو بعديدر این بخش، فرض می

g,متریک ریمانی  g  نحوي که است، بهمجهز شده

( ),M g  موضعاً متقارن بوده و,g g صورت به

همدیس با هم مرتبط باشند؛ یعنی تابعی هموار هم چون 

φ رويM وجود داشته باشد کهg e gφ= 2 .

را با  gهمچنین تمام اشیاي هندسی القا شده توسط

کنیم. از آنجا که روي آنها مشخص می –قرار دادن نشان 

,g g صورت همدیس با یکدیگر مرتبط هستند، به

 رابطه 

)3(           ( ),i jkl ijkl ijklR Re φ= − ∆2   

 ها برقرار است که در آن بین انحناهاي آن

: [ ( || || )] ,ijkl jklg g iφ φ φ φ∆ = Ο ∇∂ −∂ ∂ + ∇ 21
2

 

نومیزو بوده که -عملگر ضرب کولکارنی Οو همچنین 

 صورت به

( )ijkl ik jl jl jk il jk jk ilh k h k h k h k h kΟ = + − − 

 را ببینید). ]5[شود (براي جزئیات بیشتر، تعریف می

صورت ، از دستگاه مختصات بهدر قضیه زیر

      همدیس تخت، استفاده کرده و متریک ریمانی را

 صورت به
( , )( ) ( )x yg g dx dy e dx dyλ= + = +2 2 2 2

11 
ها این دستگاه دانیم که براي رویهگیریم (میدر نظر می

 مختصات، همواره وجود دارد).

)فرض کنید خمینه ریمانی دو بعدي  .4قضیه  ),M g 

موضعاً متقارن بوده و همچنین تابع همواري هم چون 

φ رويM  موجود باشد به نحوي کهg e gφ= 2 .

)در این صورت  ),M g  موضعاً متقارن است اگر و

 تنها اگر

 

( ) ( ) ( ) ( ) (( )

( ) ) (( ) ( ) )

( )( ) ( )( ) ( )

g e g g e g e g
x x x x

e g g g e g e g g g
x x x x x

g g e g e g g g
x x x x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂
− − − − + −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

3 3
2 2 2 2 2

11 11 11 11 113 2
1 2 1 1

2 2
2 2 2

11 11 11 11 11 11 112 2
1 1 1 1 2

2
2 2 3

11 11 11 11 11 11
2 2 1 1 1

1 1 4 4

2 2

2 1 3 3

(( )( ) ... ) ( ... ( ) ( ) )

e
x

e g g e g g g g e
x x x x

ϕ

ϕ ϕ ϕ

∂
∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + + − =

∂ ∂ ∂ ∂


2 2

1
3

2 2 2 2 2 2
11 1212 11 11 1212 11 11 11

2 1 2 1

3 3 4 2

 

 و
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( ) ( ) ( ) ( ) (( )

( ) ) (( ) ( ) )

( )( ) ( )( ) ( )

g e g g e g e g
x x x x

e g g g e g e g g g
x x x x x

g g e g e g g g
x x x x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂
− − − − + −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

3 3
2 2 2 2 2

11 11 11 11 112 3
2 1 2 2

2 2
2 2 2

11 11 11 11 11 11 112 2
2 1 2 2 2

2
2 2 3

11 11 11 11 11 11
1 2 1 2 2

1 1 2 2

4 4

2 1 3 3

(( )( ) ... ) ( ... ( ) ( ) )

e
x

e g g e g g g g e
x x x x

ϕ

ϕ ϕ ϕ

∂
∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + + − =

∂ ∂ ∂ ∂


2 2

2

2 2 2 2 2 2
11 1212 11 11 1212 11 11 11

1 2 1 2

3 3 4 2

 

 

)براي  )1(کارگیري رابطه هرهان. با بب ),M g  شروع

کنیم. را روي آن اعمال می )3(کرده و سپس رابطه 

 □  جزئیات محاسبات، سرراست هستند. 

 

 سپاسگزاري

چه از علم و به دکتر اسداالله رضوي به پاسِ آنتقدیم 

 .اخلاق به ما آموختند
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