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سازي مسائل غیرخطی عدد این مقاله یک روش محدب: هدیچک
هاي ریاضی مبتنی بر مجموعه  نماید که از تقریب را ارائه می صحیح

نماید.  سازي استفاده می جهت حل این مسائل بهینه منظم خاص
بسیاري از مسائل مهم مهندسی متغیرهاي دودویی را شامل شده و 

 MINLPهمچنین ساختاري غیرخطی دارند، درنتیجه به مسائل 
هاي بعضی از این  علاوه، تابع هدف و محدودیت دند. بهگر ختم می

 MINLPگردند. حل مسائل  مسائل توابع غیرمحدب را شامل می
سازي  هاي بهینه ها و الگوریتم غیرمحدب براي بسیاري از روش

باشد. یکی از این مسائل، مسئله پخش بار  برانگیز و سخت می چالش
در مهندسی برق  ACاقتصادي همراه با معادلات شبکه انتقال 

هاي  پیشنهادي، دربرگیرنده محدودیت ACEDمسئله باشد.  می
عملی غیرخطی و غیرمحدب و همچنین متغیرهاي دودویی بوده، 

غیرمحدب پیچیده ختم گردیده  MINLPدرنتیجه به یک مسئله 
 SOSاست. براي حل این مسئله یک روش حل تکرارپذیر مبتنی بر 

لگوریتم در هر تکرار با استفاده از مفاهیم گردد. در این ا پیشنهاد می
SOS مسئله ،ACED شده و  خطی تقریب زده  اي صورت تکه به

آید. با حل این  دست مییک مدل تقریبی محدب از این مسئله به
سازي شده، یک نقطه شروع مناسب براي حل مسئله مسئله محدب

ACED ش آید. براي نشان دادن کارایی رو دست میغیرمحدب به
حل پیشنهادي، الگوریتم بر روي چند سیستم استاندارد و 

شده  هاي حل ارائه شده تست گردیده و مقایسه نتایج با روش شناخته
 دهد. در تحقیقات گذشته اعتبار روش پیشنهادي را نشان می

تبدیلات ریاضی ، غیرمحدب MINLPمسئله  :کلمات کلیدي
SOS ،معادلات پخش بار ، توزیع اقتصاديAC. 

Abstract: This paper presents a convexification 
method for mixed integer-nonlinear problems 
(MINLP) that used mathematic approximations 
based on special ordered sets (SOS) to solve 
optimization problems. Many of the engineering 
problems contain binary variables and nonlinear 
constraints which leading to a MINLP problems. 
In addition, the objective function and the 
constraints some of these MINLP problems 
include non-convex functions. Solving non-convex 
MINLP problems is challenging and difficult for 
many algorithms and optimization methods. 
Economic dispatch with considering alternative 
current power flow equations (ACED problem) in 
electrical engineering is One of these problems. 
The proposed ACED problem in this paper 
includes both nonlinear and non-convex practical 
constraints as well as binary variables. As a result, 
this problem is a complex and non-convex MINLP 
problem. To solve this problem, a new solution 
method based on SOS approximation is presented.  
This method relaxes the nonlinear constraints of 
the model using a convex linear outer 
approximation based on the concept of special 
ordered sets (SOS). To show the effectiveness of 
the proposed solution method, it is tested on the 
well-known test systems and compared with 
several other recently published solution methods. 
These comparisons confirm the validity of the 
developed approach. 
Keywords: non-convex MINLP problem, special 
ordered sets approximation, Economic dispatch, 
AC power flow equations. 
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 مقدمه 1

سازي دنیاي مهندسی  امروزه بسیاري از مسائل مهم بهینه

متغیرهاي تصمیم دودویی و همچنین  دربرگیرنده

طور مستقیم در  هاي غیرخطی هستند که به سیستم

گذارند. همچنین براي  کیفیت حل این مسائل تأثیر می

بهینه کردن این متغیرهاي دودویی و برآورده کردن 

با مشکلات زیادي مواجه  هاي غیرخطی محدودیت

شده در  سازي ارائه هاي بهینه باشند. اکثر الگوریتم می

شوند. در  رو می با چالش روبه MINLPمواجه با مسائل 

هاي غیرمحدب،  ودیتا محدباین میان وجود تابع هدف 

 MINLPبر پیچیدگی فضاي مسئله   طور ویژه به

هاي غیرمحدب به  در اثر افزوده شدن مؤلفه .دافزای می

محلی  نقاط بهینه ، تابع هدف دارايMINLPمسئله 

شود که پیدا کردن بهینه واقعی را براي انواع  زیادي می

سازد. وقتی  و هوشمند مشکل می عدديهاي  روش

 KKT شود، شرایط اي نامحدب می مسئله
۰F

دیگر براي  1

به شرایط لازم  پیدا کردن بهینه واقعی کافی نیست و

که در مسائل محدب، شرایط  یابد، درحالی تنزل می

KKT  ؛ 1است [براي بهینگی واقعی لازم و کافی[

طورکلی  سازي به بنابراین براي آنکه یک مسئله بهینه

بهینه گردد، مهم آن است که محدب باشد. این امر بدین 

 ،علت است که هر نقطه بهینه محلی در مسئله محدب

ه واقعی است و تنها یک نقطه بهینه در مسائل همان بهین

دان . همچنان که راکفلر ریاضی]2دارد [محدب وجود 

تفاوت بزرگ در «ید گو مشهور نیز در این زمینه می

1 Karush Kuhn–Tucker 

 ،سازي مابین خطی بودن و غیرخطی بودن نیست بهینه

 ».استبلکه بین محدب بودن و غیرمحدب بودن 

واقعی در  بنابراین در راستاي رسیدن به یک بهینه

هاي  توانیم با استفاده از تبدیل مسائل غیرمحدب می

هاي غیرمحدب یک  سازي بخشریاضی به محدب

غیرمحدب بپردازیم. در مقالات اخیر  MINLPمسئله 

سازي مسائل ها در محدب از بعضی از این تبدیل ]3-8[

 شده است. غیرمحدب استفاده

ر سازي توزیع با ر این مقاله حل مسئله بهینهد

برداري  عنوان یکی از مسائل کلیدي در بهره اقتصادي به

توجه قرارگرفته  هاي قدرت امروزي مورد از سیستم

پخش بار اقتصادي در سیستم قدرت به این  است.

معناست که چگونه بار الکتریکی سیستم قدرت را بین 

هاي تولیدکننده توزیع کنیم، به نحوي که هزینه  نیروگاه

هایی  ه شده و همچنین محدودیتتولید واحدها کمین

 . ]9شود [ها نیز رعایت  مانند حدود توان اکتیو نیروگاه

ED1Fهدف 

تنظیم بهینه شبکه قدرت است که این هدف  2

 از طریق بهینه کردن توابع ویژه تحت قیود خاص

معادلات پخش  EDاگر در حل مسئله  گیرد. صورت می

AC ۲Fبار  

شبکه انتقال را هم در نظر بگیریم، به مسئله  3

ACED با در نظر گرفتن شرایط رسیم. همچنین  می

برداري، قیود دیگري نیز به این  واقعی و عملی بهره

شوند. برخی از این قیود که در مقالات  مسئله افزوده می

اثر باز کردن  اند عبارتند از شده ر نظر گرفته اخیر د

POZ(۳Fکاري (اط ممنوعهشیرهاي بخار، قید نق

4 ،

2 Economic Dispatch 
3 Alternative Current 
4 Prohibited Operating Zone  
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واحدهاي با چند سوخت مختلف و قیود ایمنی 

هاي شبکه قدرت و حد بارگذاري  (محدوده ولتاژ شین

گرفتن همه این با درنظر .]10[خطوط انتقال) 

یک مسئله  ،ACEDها، مدل پیشنهادي براي  محدودیت

سازي غیرمحدب، غیرخطی، عدد صحیح و  بهینه

۴Fغیرهموار

 باشد. می 1

سازي ریاضی مانند روش  چندین روش بهینه

ریزي  ، برنامه]12[لامبدا ، روش تکرار ]11[گرادیان 

ریزي  ، برنامه]14[دو  ریزي درجه ، برنامه]13[خطی 

و  ]16[لاگرانژ ، الگوریتم رهاسازي ]15غیرخطی [

پیشنهاد شد.  EDبراي حل مسئله  ]17[پویا ریزي  برنامه

هاي ذکرشده،  روش براي اکثر فرض مورد نظر پیش

محدب بودن تابع هدف است که ممکن است براي 

این  ،علاوهبهمناسبی نباشد. پیشنهاد  ACEDمسئله 

که اگر  کنند، چرا پیدا می ها عموماً بهینه محلی روش

حدس اولیه در نزدیکی یک کمینه محلی باشد، 

الگوریتم به آن نقطه همگرا خواهد شد. همچنین 

هاي مبتنی بر هوش مصنوعی نیز مانند الگوریتم  روش

٥F، الگوریتم جستجوي تابو]18ژنتیک [

، شبکه ]19[ 2

٦Fعصبی هاپفیلد

۷Fها سازي کلونی مورچه ، بهینه]20[ 3

4 

، استراتژي ]22تکاملی [زي ری ، انواع مختلف برنامه]21[

۸Fتکاملی

۹Fذراتسازي دسته  ، بهینه]23[ 5

و  ]26-24[ 6

۱۰Fباکتریاییجستجوي 

 EDبراي حل مسئله  ]27[ 7

بر  زمان ها نیز ن روشاند. مشکل اساسی ای پیشنهاد شده

1 Non-smooth  
2 Tabu Search  
3 Hopfield neural network  
4 Ant colony optimization  
5 Evolutionary Strategy  
6 Particle swarm optimization  
7 Bacterial Foraging  

هاست که با بزرگ شدن ابعاد مسئله بیشتر نمایان بودن آن

 گردد. می

با در نظر  ACEDاز در این مقاله یک مدل کامل 

هاي ذکرشده در نظر گرفته  گرفتن همه محدودیت

 ،طور که گفته شد پیشنهادي همان ACED مدل .شود می

باشد. براي حل این  غیرمحدب می MINLPیک مسئله 

جدید مبتنی بر سازي محدبیک روش  ،مدل پیچیده

پیشنهاد گردیده است. در  SOSمجموعه منظم خاص 

اي غیرخطی وغیرمحدب ه محدودیت اینجا تابع هدف و

سازي نموده و با خطی SOSرا با استفاده از مفاهیم 

هاي خطی شده محدب، مسئله  توجه به محدودیت

ACED  را حل نموده و متغیرهاي پیوسته و دودویی را

آمده را  دست هاي به نماییم. سپس جواب تعیین می

غیرخطی  ACEDعنوان نقطه شروع براي حل مسئله  به

 گیریم. و غیرمحدب در نظر می

مدل پیشنهادي براي  ،در قسمت دوم از مقاله

ACED  ارائه و در قسمت سوم روش حل پیشنهادي

ت. در قسمت چهارم ارائه گردیده اس SOSبر اساس 

از تست روش پیشنهادي براي یک  نیز نتایج حاصل

گیرد. قسمت  سیستم قدرت نمونه مورد بحث قرار می

 پردازد. یمگیري  یز به نتیجهنپنجم 

 

 ACEDبندي مسئله  فرمول 2

ه ک باشد هزینه تولید برق می ACED تابع هدف مسئله 

 صورت زیر بیان نمود: توان به می

)1(          TF ( ) F ( ),
n

i i
i

Min P
=

=∑P
1

 

که این عبارت برابر است با مجموع هزینه تولید همه 

Fهاي حرارتی.  نیروگاه ( )i iP  هزینه تولید  )1(تابع
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است. این  h/$و برحسب  iدر شین ژنراتوري  iPتوان 

دو از توان خروجی  صورت تابع درجه هزینه معمولاً به

 شود: اکتیو ژنراتورها بیان می

)2(         F ( )i i i i i i iP a b P c P= + + 2 

 iضرایب ثابت هزینه ژنراتور  icو  ia ،ibکه 

برداري،  باشند. در عمل به دلیل بعضی از مسائل بهره می

گیرد. یکی از این  تري به خود می شکل پیچیده )2( تابع

سازي هزینه واحدهایی است که  موارد هنگام مدل

هایی با چند شیر بخار دارند. در این حالت با باز  توربین

هایی در شکل تابع هزینه ظاهر ریپل ،شدن هر شیر بخار

یک عبارت  ،هاسازي این ریپل براي مدل شود. می

 ]:28شود [ دو اضافه می سینوسی به تابع هزینه درجه

)3(   ( )( )min

F ( )

sin
i i

i i i i i i i i i

P

a b P c P e f P P= + + + −2                     

 ضرایب ثابت اثر نقاط شیر است. fiو  eiکه 

چین و تابع  دو با نقطه تابع هزینه درجه 1در شکل 

هزینه با در نظر گرفتن اثر بارگذاري شیرها، با خط پر 

دهد که با باز شدن  شده است. شکل نشان می  نشان داده

ه ژنراتور ظاهر هزینیک ریپل در تابع  ،هر شیر بخار

 ].29شود [ می

 
ظاهر شدن ریپل در تابع هزینه با باز شدن هر شیر  .1شکل 

 بخار

در این حالت تابع هزینه، شکل نامحدب و ناهموار به 

گیرد. در اثر افزوده شدن مؤلفه سینوسی به تابع  خود می

شود  هاي محلی زیادي می هزینه، تابع هدف داراي کمینه

هاي تحلیلی  که پیدا کردن بهینه کلی را براي انواع روش

 سازد. هوشمند مشکل میو 

سازي رفتار  برانگیز در مدل از دیگر موارد چالش

واقعی هزینه ژنراتورها هنگامی است که واحد داراي 

چند سوخت مختلف است. در این حالت تابع هزینه با 

دو به ازاء هر سوخت واحد  چند قطعه تابع درجه

 شود: سازي می حرارتی مدل

)4(        ( )min
, , , , , , ,F ( ) sin( ( )) .

i
flM

i i i m i m i i m i i m i m i m i i m
m

P a b P c P e f P P u
=

 = + + + −  ∑ 2

1
 

)5(                                   min max
, , , ,. .

n n
fl flM M

i m i m i i m i m
m m

u P P u P
= =

≤ ≤∑ ∑
1 1

                             

)6(                                        , , { , }
n
flM

i m i m
m

u u
=

= ∈∑
1

1 01 

ضرایب هزینه  fi,mو  ai,m ،bi,m، ci,m ،ei,mدر این رابطه 

 هم ui,m دهند.  را به ازاء هر سوخت خاص نشان می

یک متغیر دودویی  است،شده طور که نشان داده  همان

شمارنده سوخت و  iو  mدر این رابطه  باشد. می
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اي  در هر محدوده iدر معادله بالا واحد هستند.  ژنراتور

که عمل نماید، متغیر دودویی مربوط به آن محدوده 

i,یعنی  mu i,و در غیر این صورت  1= mu = 0 

i,دودویی  غیرگردد. براي حذف مت می mu تابع  زا

 نماییم: صورت زیر عمل می به )4(هدف 

)7(              ( )( )min
, , , , , ,F ( ) sin

i
flM

i i i m i m i i m i i m i m i m i
m

P A B P C P E f P P
=

 = + + + −  ∑ 2

1
 

 

)8(                    , , ,.i m i m i ma u A≤ 

)9(                    , , ,.i m i m i mb u B≤ 

)10(                  , , ,.i m i m i mc u C≤ 

)11(                  , , ,.i m i m i me u E≤ 

در این حالت نیز بر پیچیدگی فضاي مسئله افزوده 

 شود. می

را نیز  ACEDهاي مدل پیشنهادي  محدودیت

 بندي نمود: صورت زیر دسته توان به می

ه ناشی از ک هاي نامساوي ژنراتورها محدودیت -

 باشد؛ ها میهاي فیزیکی آن محدودیت

تعداد ژنراتورها  I( یو(توان مفید)اکتمحدودیت توان  -

 دهد): را نشان می

)12(        min max ,i i iP P P i I≤ ≤ ∈ 

 غیرمفید):(توان  محدودیت توان راکتیو -

)13(        min max ,i i iQ Q Q i I≤ ≤ ∈ 

برداري  هاي بهره محدودیت در عمل به دلیل

مانند بعضی نواقص در ژنراتورها یا دیگر  فیزیکی

هاي تغذیه، تجهیزات واحد مانند بویلرها و پمپ

برداري از یک ژنراتور ممکن است در بعضی از  بهره

نقاط ممنوع شود، چرا که کار در این نواحی ممکن 

ها در محور توربین شده و  است سبب تقویت لرزش

اي باعث صدمه جدي در آن شود. در این حالت بر

تعریف  )POZکاري (سري نقاط ممنوعهواحد، یک

خروجی واحد را ناپیوسته -شود که مشخصه ورودي می

ip هر ژنراتوربراي  .کند می IP I∈ ، POZداراي  ⊃

شود  صورت زیر تعریف می ناحیه مجاز عملیاتی به

]30:[ 

)14(        

,
,

,
,

,

.

.

{ , }

POZ
ip

POZ
ip

N
UB

ip ipip

N
LB

ip ip

ip

u P P

u P

u

β
β

β

β
β

β

β

+
−

=

+

=

≤

≤

∈

∑

∑

1
1

1

1

1

01

                   

 که

)15(            
, min

, maxip
POZ

UB
ipip

LB N
ipip

P P

P P+

=

=

0

1
 

پذیر  در ناحیه امکان ipاگر واحد  در اینجا

, ,,UB LB
ip ipP Pβ β− 

 
برداري قرار گیرد، مورد بهره 1

,ipu β ipu, و در غیر این صورت 1= β = باشد.  می 0

POZبا داشتن  ipهمچنین ژنراتور 

ipN ناحیه ممنوعه، 
POZ
ipN یک  هاکه این ناحیه ناحیه کاري مجزا دارد 1+

 دهند. از فضاي حل ناپیوسته نامحدب را تشکیل می

در یکی از این نواحی باید  ipکه حتماً واحد  آنجایی

فعالیت نماید، محدودیت زیر نیز به مسئله اضافه 

 گردد: می
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)16(                ,

POZ
ipN

ipu β
β

+

=
=∑

1

1
1 

 ACمعادلات پخش بار  -

 kشین معادله پخش بار اکتیو در -

)17(                                
( , , )

i
k

k

i k
i S

APB P V
P Pload

θ

∈

= −∑

 ( ) ( )( )cos sin

,

N

k n kn k n kn k n
n

V V G B

k N

θ θ θ θ
=

− − + −

= ∈

∑
1

0

 

i
k

i
i S

P
∈
دهنده مجموع توان اکتیو تولیدي  نشان ∑

زاویه  θولتاژ شین،  Vام،  kژنراتورهاي متصل به شین 

تعداد  N، ام kبار اکتیو موجود در شین  Ploadkشین، 

به ترتیب کندوکتانس و  knBوknGهاي سیستم، شین

ضرایب ثابت) مربوط به خط انتقال مابین سوسپتانس (

 دهند. را نشان می nو  kشین 

 kمعادله پخش بار راکتیو در شین -

)18(                             
( , , )

i
k

k

i k
i S

RPB Q V
Q Qload

θ

∈

= −∑

 ( ) ( )( )sin cos

,

N

k n kn k n kn k n
n

V V G B

k N

θ θ θ θ
=

− − − −

= ∈

∑
1

0

 

در اینجا نیز
i
k

i
i S

Q
∈
دهنده مجموع توان راکتیو  نشان ∑

 θولتاژ شین،  k ،Vتولیدي ژنراتورهاي متصل به شین 

 N، ام kبار راکتیو موجود در شین  Qloadkزاویه شین، 

ترتیب به knBو knGهاي سیستم،  تعداد شین

ضرایب ثابت) مربوط به خط سوسپتانس (کندوکتانس و 

دهند. در نظرگرفتن  را نشان می nو  kانتقال مابین شین 

هاي فوق نیز خاصیت غیرخطی و غیرمحدبی  محدودیت

 .دهد شدت افزایش میمسئله را به

 ها محدودیت ولتاژ شین -

)19(       min max
k k kV V V k N≤ ≤ ∈ 

 lمحدودیت ظرفیت هر خط انتقال -

)20(     
max( , ) ( , )l l lBCL V BF V BF

l L
θ θ= − ≤

∈
0                       

L  ،تعداد خطوط انتقال سیستم( , )lBF V θ  یک تابع

 ) وVغیرخطی شامل جملات سینوسی براساس ولتاژ (

max و lها براي هر خط  ) شینθزاویه (
lBF حد

 دهد. را نشان می lبارگذاري و ظرفیت خط انتقال 

 

 SOSروش حل پیشنهادي بر مبناي  3

هاي  محدودیت ACهاي پخش بار  واسطه محدودیت به

پیشنهادي یک مدل غیرخطی و  ACEDدیگر، مسئله 

علاوه متغیرهاي دودویی مربوط  باشد. به غیرمحدب می

منوعه در مسئله به واحدهاي چند سوختی و نواحی م

 ACEDگرفتن همه این موارد، وجود دارد. با درنظر

نهادي یک مسئله عدد صحیح مختلط، غیرخطی و پیش

یک  ،گردد. براي حل این مسئله می غیرمحدب پیچیده

 SOSسازي بر اساس تبدیلات ریاضی روش محدب

است. در این الگوریتم با استفاده از پیشنهاد گردیده

خطی  اي صورت تکه به ACEDمدل  SOSمفاهیم 

 ه است.یات روش در ادامه آمدئشود. جز تقریب زده می

 

 الگوریتم مجموعه منظم خاص

 MINLPسازي  نماییم یک مسئله بهینه فرض می

 :صورت زیر داریم به
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)21(                  

{ }
. .

( ),

( )
( )

, ,

D x D y a

nynx

Min f x
subject to
h x
g x

x R y

+ ≤

=
≤

∈ ∈

1 2

0
0

01

 

:که  :nx nx nhf R R،h R R→ و  →

: nx ngg R R→  توابع غیرخطی و غیرمحدب

)ینمچنباشند. ه می ) a na×1  یک بردار از مقادیر

)معلوم،  ) D na nx×1 و( ) D na ny×2  هم

هم  y و xد. نباش شده می ی از مقادیر شناخته هایماتریس

 د.نده ترتیب نشان میمتغیرهاي پیوسته و دودویی را به

 MINLPمسئله  ،پیشنهادي SOSدر الگوریتم 

MILP ۱۱Fه به یک مسئل Fغیرمحدب در تکرار 

 محدب 1

 شود: صورت زیر تبدیل می به

)22(          

{ }

( ),

( )

( )
. .

, , nynx

Min f x
subject to

h x

g x
D x D y a

x R y

=

≤
+ ≤

∈ ∈

0

0
1 2

01







 

( )f x


 ،( )h x


)و  )g x


از توابع  SOSتقریب  

 د.نباش یم g(x) و f(x)، h(x)غیرخطی و غیرمحدب 

آمده  دست هاي به بالا، جواب MILPبا حل مسئله 

عنوان نقطه شروع  به دودویی براي متغیرهاي پیوسته و

غیرمحدب اصلی در هر  MINLP براي حل مسئله

که این امر منجر به افزایش  شود تکرار درنظر گرفته می

1 Mixed Integer Linear Programing 

نرخ همگرایی روش و همچنین افزایش کیفیت 

 گردد. هاي مسئله غیرمحدب می جواب

توابع  SOSدر ادامه جزئیات روش تقریب 

)غیرخطی و غیرمحدب بیان گردیده و همچنین  )f x


 ،

( , )h x z


)و  , )g x z


 گردند. ) معرفی می22در معادله ( 

 

 SOSتقریب 

 ]31[ ینتوملوسیله بیل و  به 1970در سال  SOSتقریب 

را براي جایگزینی  SOSمعرفی گردید. آنها تقریب 

ها ارائه  خطی این تابع اي توابع غیرخطی با توابع تکه

هاي مختلفی  روش ،نمودند. بسته به بعد توابع غیرخطی

تابع  SOSدر این زمینه وجود دارد. براي تقریب 

)بعدي غیرخطی یک )d w x= در بازه[ ],x xL U 

]از نقاط شکست در بازه  qیک تعداد ثابت  ],x xL U 

که ix وسیله این نقاط شکست به .گردد میانتخاب 

   i q≤ ≤1،  x i xL x U≤ i و ≥ ix x +≤ 1 

دامنهدر  dاز تابع  SOSیب تقر شود. مینشان داده 

[ ],i ix x نقطه  یک تابع خطی است که دو 1+

( )( ),i ix w x و( )( ),i ix w x+ +1 را به هم  1

 dاز تابع  SOSتقریب  ،کند. در فرم ریاضی متصل می

صورت زیر بیان  شود، به نشان داده می dوسیله  که به

 گردد: می
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iλ اي است که وضعیت  پیوسته متغیرSOS  را به  2نوع

نماید. براي نمایش دادن هر نقطه  شرح زیر برآورده می

xحداکثر دو مقدار ،iλ  برايSOS  باید  2نوع

با نقاط  ها مرتبطiλصورتی که این غیرصفر بوده به

شده است،  ها واقعبین آن xشکست کنار همی که نقطه 

 د.نباش می

تواند براي تقریب توابع دومتغیره  می SOSتقریب       

کار گرفته شود. براي جایگزین و غیرمجزا از هم نیز به

d),(  کردن این تابع w x y= شده در   تعریف

[ ],x xx L U∈  و,y yy L U∈    با تقریب

SOS، شده  دو سري از نقاط شکست ثابت xq  و yq 

]هاي  بازه در ],x xL U  و,y yL U    به ترتیب

گردند. این نقاط شکست متناسب هستند با تعریف می

 ix که      x ، x i xi q L x U≤ ≤ ≤ و  1≥

  i ix x +≤  که jy  و همچنین 1

 y ، y j yj q L y U≤ ≤ ≤ j و  1≥ jy y +≤ 1 .

 گردد: صورت زیر فرموله می به dاین تابع  SOSتقریب 
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qq
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i j j
i j

qq
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i,در اینجا نیز jλ است که   یک متغیر پیوستهSOS  نوع

)نقطهنماید. براي نشان دادن هر  را ارضا می 3 ),x y ،

i,مقدار 3حداکثر  jλ يبرا SOS  صفر غیر 3نوع

که  مثلثی مرتبط با سه رأس یک  λi,j باشد که این می

)نقطه ),x y عدي را در شبکه دوبx yq q×  احاطه

 4وسیله  شده به شبکه ساخته 2باشد. شکل  نماید، می می

بندي  هایی تقسیم که به مثلث yو  xنقطه شکست براي 

)دهد. براي مثال نقطه  است را نشان میشده ) *, *x y 

 هاي مرتبط به رئوس وسیله ترم تواند به می 2درشکل 

( ) ,  x y1 1 ،( ),  x y2 ) و 1 ),  x y1 و با استفاده از  2

نشان  )24(واسطه معادله  به λ12,و  λ11 ،,λ21,مقادیر

 داده شود.

 
نقطه شکست  4وسیله  شده به شبکه دوبعدي ساخته .2شکل 

 .ها شده به مثلث و تقسیم yو  x براي

 

عدي) هم بn ( یرجداناپذتوابع با بیش از دو بعد و 

د با استفاده ازنتوان بعدي و دوبعدي می شبیه به توابع تک
nq متغیرSOS  از نوعn  qبا ( د.نتقریب زده شو 1+

که مسیر  جا آن ازعد). بn نقطه شکست براي هریک از 

شده براي توابع یک و  گفته SOSمشابه با تقریب 

باشد  بعدي بسیار مشکل می nدوبعدي، براي توابع 

، این توابع ابتدا به چندین زیرتابع یک و دوبعدي ]32[

براي هر یک از  SOSد و سپس تقریب نگرد تجزیه می

 شود. در کار گرفته میاین زیر توابع یک یا دوبعدي به

 4شود. تابع  اینجا با یک مثال این عمل شرح داده می

 بعدي زیر را در نظر بگیرید:

)25(            ( , , , )
. . .sin( ),

d x x x x c x
c x x x

=

+

2
1 2 3 4 1 1

2 2 3 4
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c1  وc2  مقادیر ثابت و, ,x x1 4  متغیرهاي

را در  isباشند. در ابتدا متغیرهاي میانی شده می تعریف

صورت زیر انجام  را به dنظر گرفته و تجزیه تابع 

 دهیم: می

)26(    
. .

sin( )
.

s c x
s c x x
s x
s s s
d s s

=
=
=
=
= +

2
1 1 1

2 2 2 3

3 4

4 2 3

1 4

 

 ذکر این نکته ضروري است که تجزیه فوق یکتا نیست.

از نوع یک و دو، هر  SOSبا استفاده از تقریب 

تواند تقریب زده  می )26تابع غیرخطی از معادله (زیر

صورت  تواند همچنین به می dبعدي  4شود. تابع 

نیز تقریب زده شود.  5نوع  SOS یبتقرمستقیم با 

نقطه شکست براي هر  qبدین منظور با در نظر گرفتن 

qبه 5نوع  SOS متغیر، باشد.  نیازمند می SOSمتغیر  4

شده در  یه نشان دادهکه با استفاده از تجز درصورتی

qتعداد نقاط شکست به ،)26معادله ( q+22 2 )q2 

) s3براي qو  s1براي q و s4براي q2و s2براي

نقطه  4نظرگرفتن یابد. براي مثال با در کاهش می

نیازمند  SOSمتغیر  256، به 5نوع  SOSشکست براي 

متغیر با استفاده از  40که این تعداد به  باشیم، درحالی می

 ،dابع یابد. با افزایش بعد ت ) کاهش می26تجزیه معادله (

یابد. درنتیجه با  این اختلاف به سرعت افزایش می

توانیم هر مسئله غیرخطی و  استفاده از این راه ما می

، SOSغیرمحدب را با استفاده از روش تجزیه و تقریب 

 تقریب بزنیم.

 

 SOS یشنهاديپنحوه اجراي الگوریتم 

حاصل از یک مسئله  MILPبراي اینکه تقریب 

MINLP  به خود مسئله اصلی نزدیک باشد، نقاط

در تقریب  x یرمتغشده براي هر  شکست بکار گرفته

SOS روزرسانی گردد. در این مقاله  در هر تکرار باید به

شده  یک روش جدید براي این هدف در نظر گرفته

قدم را  به طور خلاصه الگوریتم قدم است. در ادامه به

 دهیم. توضیح می )21(معادله  MINLP براي حل مسئله

. یک تعداد از نقاط SOS: مقداردهی اولیه تقریب 1قدم 

صورت اولیه براي هر متغیر پیوسته  فاصله بهشکست هم

توابع غیرخطی و غیرمحدب و گردند انتخاب می

( ) ( ) ,h x z ،f xو( ) ,g x z زیرتوابع یک و  به

مانند آنچه در قسمت قبل د (نشو تجزیه می دوبعدي

)ها یعنی آن SOSیب ) وتقرتوضیح داده شد )f x


،

( , )h x z


)و , )g x z


    گردند. اگر  تعیین می 

هاي  هم در قسمت هایی که متغیر میانی بودهزیرتابع

مثال  در s3 و s2مانند ضرب اند ( غیرخطی شرکت نموده

هم براي  SOSسازند)، یک تقریب  را می s4قبلی که 

 SOSطور مثال تقریب  بهشود (کار گرفته ها نیز باید بهآن

با استفاده از یک تعداد نقاط شکست براي  s2.s3براي 

 ). s3 و s2 متغیرهر 

 .در هر تکرار MINLPو  MILP: حل مسئله 2قدم 

 SOSآمده بر اساس تقریب  دست به MILPابتدا برنامه 

گردد. توجه شود که  ) در قدم قبلی حل می)22((معادله 

در این مرحله توابع غیرخطی و غیرمحدب 

( ) ( ) ,h x z ،f xو( ) ,g x z هاي  وسیله تقریب به

)ها یعنی آن SOSخطی  )f x


،( , )h x z


)و , )g x z


 

جایگزین گشته است. سپس برنامه اصلی یعنی مسئله 
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MINLP  گردد. در اینجا حل می )21(معادله 

از حل  xپیوسته  آمده براي هر متغیر دست هاي به جواب

ان نقطه شروع در حل عنو محدب، به MILPمسئله 

نظر گرفته  هر تکرار در غیرمحدب در MINLPمسئله 

 شود. می

دست آوردن کران پایین : وضعیت پایانی. با به3قدم 

LB  و کران بالاUB صورت زیر وضعیت خاتمه  به

 شود: تکرارها سنجیده می

):MILP جواب حاصل از حل مسئله )LB f x=


 

):MINLP مسئلهجواب حاصل از حل  )UB f x= 

 جایی است که SOSنقطه پایان حل مسئله در الگوریتم 

 براي فاصله دوگانگی برآورده شود: شرط زیر

.
UB LB

LB
ε

−
≤ 

دهد. اگر  حد فاصله دوگانگی را نشان می εدر اینجا 

ارضا گردیده باشد، الگوریتم  Fشرط بالا در تکرار 

SOS آمده برنامه  دست رسد و نتایج به به پایان می

MINLP هاي نهایی  عنوان جواب در همین تکرار به

شوند. در غیر این صورت به  گزارش می )21(مسئله 

 رویم. می 4گام 

. با حل SOSروزرسانی نقاط شکست تقریب  : به4قدم 

دست به xیک جواب براي هر متغیر  )21(معادله 

آمده براي هر متغیر پیوسته به نقاط  دست بهآید. نتایج  می

  گردد. اگر شکست در مجموعه قبلی اضافه می

ی هم اي از نقاط شکست براي هر مجموعه میانمجموعه

ها هم باید به روشی مشابه د، آنشده باش در نظر گرفته

رود که مجموعه جدید  می انتظارد. نروزرسانی گرد به

خطی توابع  تر شدن تقریب نقاط شکست به دقیق

غیرخطی مسئله منجر گردد، که درنتیجه همگرایی به 

شود. انتخاب یک تعداد  جواب بهینه تسریع بخشیده می

کم از نقاط شکست براي هر متغیر پیوسته و افزایش 

هوشمندانه این نقاط شکست در هر گام به موفقیت 

 2نماید. در ادامه به گام  الگوریتم کمک شایانی می

 گردیم. برمی

 ACEDکارگیري روش پیشنهادي براي حل مسئله  به

، ابتدا SOSوسیله الگوریتم  به ACEDمسئله براي حل 

معادله  MINLPصورت فرم مسئله  بندي آن را به فرمول

 ACEDبراي  )21(در  x،yدارهاي آوریم. بر درمی )21(

 د:نباش صورت زیر می به

)27(  
{ }, ,, ,

, , , i
fl

ip i m

POZ
ip M

y u u

i I ip IP N m

β

β

=

∈ ∈ ∈ + ∈1
 

)28(  { }, , , ,, , , , , ,C , ,

,
i i n n i m i m i m i mx P Q V A B E

n N i I

θ=

∈ ∈
 

تنها شامل متغیرهاي پیوسته  ACEDدر  )7(تابع هزینه 

باشد. همچنین  می )21(از معادله  f(x)بوده و در فرم 

)در فرم )20(معادله  ) g x < در فرم )18(و  )17(و  0

( )h x = مسئله هاي  د. بقیه محدودیتنباش می 0

ACED در فرم معادله خطی. .D x D y a+ <1 از  2

هاي غیرخطی  د. تابع هزینه و محدودیتنباش می )21(

ACED  توابعی زیر )20(و  )18(، )17(، )7(ازجمله

)غیرخطی در فرم ) ( )x ،sin x ،cos x2 و .x y   را

هاي  عبارتی تابع هزینه و محدودیتگردند. به شامل می

غیرخطی به این زیرتوابع تجزیه گشته و با استفاده از 

و  )23(شده در  نشان داده SOSتقریب یک و دوبعدي 

)گردند و  خطی سازي می )24( )f x


،( , )h x z


و 
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( , )g x z



 MINLP فرم شوند. در ادامه ایجاد می 

و با  SOS یتمالگوروسیله  توان به را می ACEDمسئله 

شده در قسمت  قدم توضیح داده به استفاده از روش قدم

 قبل حل نمود.

 

با  ACEDنتایج عددي حاصل از حل مسئله  4

 استفاده از روش پیشنهادي

منظور نشان دادن کارایی روش پیشنهادي براي حل  به

هاي  روي سیستمرا بر SOS، الگوریتم ACEDمسئله 

شینه  118شینه و  30 یلقباي از  شده قدرت شناخته

عنوان سیستم تست در  ها بهایم. این سیستم تست نموده

 اکثر کارهاي قبلی در این زمینه مورد استفاده قرار

خط انتقال  41شینه داراي  30سیستم  .استگرفته

 انتقال خط 186شینه  118که سیستم  باشد. درحالی می

انتخاب شده ] 34، 33[این دو سیستم از  اطلاعات دارد.

DICOPT ۱۲Fهاي  کننده اینجا از حل در است.

و  1

CPLEX افزار  نرمGAMS ۱۳F

 MILPبراي حل مسئله  2

یحات توض ایم. به ترتیب استفاده نموده MINLPو 

پیدا  ]35[ درتوان  ها را می کننده بیشتر در مورد این حل

 نمود.

 شینه 30سیستم تست آمده براي  دست نتایج به

 3شینه با  30نمونه یک: در این قسمت یک سیستم 

شده است. در این نمونه از  ژنراتور در نظر گرفته

 است. نظر شدههاي عملی ژنراتورها صرفه محدودیت

 )2(فقط معادله  ACEDعبارتی تابع هدف این مسئله به

1 Discrete and Continuous Optimizer 
2 Generalized Algebraic Modeling Systems 

Fیعنی ( )i i i i i i iP a b P c P= + + باشد.  می 2

و  )13(و  )12(شده نیز  هاي در نظر گرفته محدودیت

باشد. نتایج  می )20(الی  )17(هاي  محدودیت

روي پیشنهادي بر SOSآمده از اجراي روش  دست به

روش  3آمده و با نتایج  1این سیستم در جدول 

هوشمند دیگر مقایسه گردیده است. اولین روش 

     بر مبناي الگوریتم ژنتیک 1شده در جدول  ارائه

)GA ۱۴F

سازي  )، دومین روش بر مبناي الگوریتم بهینه3

ARPSO ۱۵Fدسته ذرات جاذب و دافع (

) و سومین 4

  روش نیز بر مبناي الگوریتم ژنتیک کد حقیقی

)RCGA ۱۶F

باشد. سطر چهارم جدول نیز نتایج  ) می5

شده در  دهد. نتایج گزارش روش پیشنهادي را نشان می

شده در  مراجع نشان دادهطور مستقیم از  این جدول، به

شده  جدول مورد اقتباس قرارگرفته است. نتایج ارائه

دهد که روش پیشنهادي مقدار هزینه کمتري را  نشان می

 دست آورده است.هاي دیگر به نسبت به روش

در مقایسه با  1شینه نمونه  30نتایج سیستم  .1جدول 
 هاي دیگر روش

 روش حل )$( دیتولهزینه 

 ]36[ مرجع GAالگوریتم  56/1245

 ]37[ مرجع ARPSOالگوریتم  516/1245

 ]38[ مرجع RCGAالگوریتم  327/1244

 SOSروش پیشنهادي  142/1243

 

 30روي یک سیستم پیشنهادي بر SOS: روش 2نمونه 

است. مسئله مهم در ژنراتور نیز تست گردیده 6شینه با 

3 Genetic Algorithm 
4 Attractive and Repulsive Particles Swarm 
Optimization 
5 Real –Coded Genetic Algorithm 
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هاي  اینجا آن است که در این نمونه تمام محدودیت

شده است. به عبارتی  کاربردي ژنراتورها در نظر گرفته

 ،شده در این بخش ارائه ACEDتابع هدف مسئله 

هاي نشان  چنین تمام محدودیتبوده و هم )7(معادله 

شده است.  شده در قسمت دوم نیز در نظر گرفته داده

بدیهی است با در نظر گرفتن مدل کامل براي مسئله 

بر درجه غیرمحدب بودن و  ،مطرح شده در این نمونه

سازي  پیچیدگی مسئله افزوده شده است. نتایج این شبیه

 RCGAشده و با نتایج دو روش  ارائه  2در جدول 

دیگر مقایسه گردیده است. در اینجا نیز مشخص است 

هاي جدول  که روش پیشنهادي در مقایسه با دیگر روش

دسترس باشد. به علت در متري را دارا میهزینه ک 2

بودن زمان حل دو روش دیگر، زمان حل هر سه روش 

دهد که  شده است. نتایج نشان می ) ارائه2نیز در جدول (

ور چشمگیري زمان حل مسئله ط روش پیشنهادي به

ACED ها کاهش داده است.  را نسبت به دیگر روش

هاي هوشمند براي  این به آن خاطر است که الگوریتم

پیدا کردن جواب بهینه مسیرهاي مختلفی را باید 

جستجو نمایند که معمولاً منجر به یک مسیر کند 

گردد. روش پیشنهادي با استفاده از یک کامپیوتر با  می

آمده  دست به GHz 2و  MB RAM 512خصات مش

افزار  با یک سخت ] هم39مراجع [روش  است و نتایج

 آمده است. دست نسبتاٌ مشابه به

دهد که  نشان می 2و نمونه  1مقایسه نتایج نمونه 

هزینه تولید روش پیشنهادي و  میاناختلاف بزرگتري 

 ،به عبارت دیگر؛ وجود دارد 2ها در نمونه  دیگر روش

با توجه به افزایش چشمگیر درجه غیرمحدبی تابع 

روش که  توان به این نتیجه رسید ، می2هدف در نمونه 

SOS تر  هاي غیرمحدب و پیچیده پیشنهادي در نمونه

 باشد. کارایی بیشتري را دارا می

در مقایسه با  2شینه نمونه  30نتایج سیستم . 2جدول 
 هاي دیگر روش

 روش حل )$( دیتولهزینه  )Sزمان (

19/826 5167/563 RCGA 39[ مرجع[ 

15/11 8673/561 RCGA 38[ مرجع[ 

 SOSروش پیشنهادي  4738/544 96/1

 

 شینه 118آمده براي سیستم تست  دست نتایج به

هاي  روي سیستممنظور نشان دادن کارایی روش بر هب

واحد ژنراتوري نیز  54شینه با  118تر، سیستم  بزرگ

 ACEDمورد تست قرارگرفته است. در حل مدل 

هاي ژنراتورها در نظر  شینه، تمام محدودیت 118سیستم 

شده است و مدل آن کاملاً مشابه با مدل در نظر  گرفته

باشد. نتایج  شینه می 30سیستم  2شده براي نمونه  گرفته

شده است.   نشان داده 3آمده در جدول  دست به

که نتایج هیچ الگوریتم هوشمندي جهت حل  ازآنجایی

شده در  هاي در نظر گرفته این سیستم با محدودیت

و  DICOPTدسترس نبود، نتایج با دو روش عددي 

SBB ۱۷F

 GAMSافزار  نرم MINLP هاي کننده از حل 1

پیشنهادي . در اینجا نیز روش ]35[ استمقایسه گردیده 

به خود ها  کمترین هزینه تولید را در بین همه روش

 اختصاص داده است.

هاي  شینه در مقایسه با روش 118نتایج سیستم  .3جدول 
 دیگر

 روش حل )$( دیتولهزینه 

1 Standard Branch and Bound 
                                           



 . . . سازيمحدب يها استفاده از روش با یرمحدبو غ یحعدد صح یرخطی،غ سازي ینهمسئله به یکحل فرد: انصاري و حسنی
83 

 
097/58345 DICOPT 

594/58340 SBB 

 SOSروش پیشنهادي  127/57891

 
 گیري نتیجه 5

سازي  که یک مسئله بهینه ACEDدر این مقاله مسئله 

MINLP شود، ارائه گردید.  محسوب می غیرمحدب

شده در این  هاي ارائه حل این مدل توسط الگوریتم

هاي  هاي واقعی مخصوصاً سیستم عرصه براي سیستم

اگر نگوییم غیرممکن) سخت (بزرگ یک هدف بسیار 

باشد. به همین  بوده و نیازمند به زمان حل بسیار زیاد می

اغلب مراکز دیسپاچینگ سیستم قدرت معمولاً یک  دلیل

مؤثر  علاوه برنمایند که  ارائه می ACEDمدل ساده از 

د. در این نباش نمی اطمینانآمده، قابل  دست به بودن نتایج

سازي محدبهاي  مقاله جهت حل این مسئله از روش

هاي  استفاده گردید. تقریب SOSبر مبناي تبدیل ریاضی 

SOS  مسئله با تبدیلMINLP  غیرمحدب به یک

یک نقطه شروع اولیه مناسب براي  ،MILPمسئله 

یافته که درنتیجه  MINLPمتغیرهاي پیوسته مسئله 

گردد.  موردنظر می MINLPمنجر به بهبود نتایج مسئله 

مؤثر بودن روش پیشنهادي با حل چند نمونه از 

شده در این عرصه و مقایسه با  هاي تست شناخته سیستم

شده در کارهاي  هاي هوشمند و عددي ارائه اع روشانو

تحقیقی گذشته مورد اثبات قرار گرفت. نتایج نشان داد 

دي در حل مسائل پیچیده، که توانایی روش پیشنها

تواند باشد. روش و مدل پیشنهادي می میگیر چشم

تر و بیشتر بر  مراکز دیسپاچینگ را در امر نظارت دقیق

 محاسباتی مناسب، یاري برساند.هایشان با زمان  سیستم
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