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)در اين مقاله ابتدا مفاهيم نگاشت : هديچك , , p)  انقباضي، 
فاصله را در فضاي متريك احتمال rقابل قبول ونگاشت 

سپس به اثبات قضاياي پيرامون وجود نقطه  ،كنيم نجر معرفي ميم
)هاي ثابت براي نگاشت , , p)   انقباضي در فضاي متريك

كامل مجهز به نجراحتمال مr فاصلهp پردازيم و نشان  مي
هاي ذكر  نگاشت ،ين قضايا  به ا (H)دهيم با افزودن ويژگي  مي

  شند.با شده داراي نقطه ثابت يكتا مي

نگاشت  ،رنجفضاي متريك احتمال م :كلمات كليدي
( , , p)  نگاشت  ،انقباضيقابل قبول، rفاصله.  

Abstract: In this paper,  we introduce ( , , p)  -

contractive  mapping,   -admissible  mapping and 
r -distance in Menger probabilistic metric space. 
Then we prove some fixed point theorems for 
( , , p)  -contractive mappings in complete 

Menger probabilistic metric space with     
r -distances p and to assure the uniqueness of the 

fixed point, we added the property (H) to 
assumptions of theorems. 

Keywords: Menger probabilistic metric space, 
( , , p)  -contractive  mapping,  -admissible 

 mapping, r -distance.                                                      

  

  

  مقدمه 1

فضاي متريك است كه فضاي متريك احتمال تعميمي از 
جاي مقادير نامنفي متر از توابع توزيع استفاده  در آن به

توسط  اولين بار شود. مطالعه فضاي متريك احتمال مي
با اثبات  ]2[ 2شويزر و اسكلار .]1[ شد انجام 1نجرم

                                           
1 Menger 
2 Schweizer  and  Sklar 
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تريك برخي از نتايج اساسي در اين زمينه مفهوم فضاي م

تر كردند. اولين نتيجه نظريه نقطه ثابت  احتمال را غني
 1ريد- در فضاي متريك احتمال توسط سگال و باروچا

احتمال انقباض B كه در آن مفهوم هارائه شد ]3[
نقباضي باناخ كلاسيك براي معرفي و تعميمي از اصل ا

در  .بيان گرديده استنجر كامل فضاي متريك احتمال م
احتمال در انقباض Bثابت شده است كه هر ]3[

نجر كاملفضاي متريك احتمال م m(X,F, )  داراي
 دست آمده درهنتايج ب 2نقطه ثابت يكتاست. هادزيك

  نرمt موسوم بهها  نرمtتر از را براي كلاس كلي ]3[
پس از آن انواع مختلفي از . ]4[ ادتوسيع د Hاز نوع 
هاي انقباضي توسط بسياري از نويسندگان  نگاشت
ها بيان و اثبات و قضاياي نقطه ثابت متناظر با آنمعرفي 

با معرفي ايده  ]7[ 3در ادامه چودري و داس. ]6, 5[ شد
 تابع تغيير فاصله، نتيجه نقطه ثابت متريك كلاسيك خان

تمال توسيع ريك احرا به فضاي مت ]8[ و همكارانش4
نتايج چادوري و داس را   ]9[  5فسدادند. اخيراً بابا
. اندههاي غيرخطي تعميم يافته توسيع داد براي انقباض

ره دربا را قضايايي ]10[ 6انگژو  سو،  2014 در سال 
بهترين نقطه نزديكي در فضاهاي متريك احتمال اثبات 

توان به منابع  ين زمينه ميبراي مطالعه بيشتر در ا كردند.
  مراجعه كرد. ]11-14[

)در اين مقاله ابتدا مفاهيم نگاشت  , , p)  

فاصله را در rقبول و قابلنگاشت  ،انقباضي
سپس به  ،كنيم نجر معرفي ميفضاي متريك احتمال م

                                           
1 Sehgal and Bharucha-Reid 
2 Hadzic 
3 Choudhury and Das 
4 Khan 
5 Babacev 
6 Su and Zhang 

ي پيرامون وجود نقطه ثابت براي ياثبات قضايا
)هاي نگاشت , , p)   انقباضي در فضاي متريك

كامل مجهز به نجراحتمال مr فاصلهp پردازيم و  مي
 ،ين قضايا  به ا (H)دهيم با افزودن ويژگي  نشان مي
 باشند. هاي ذكر شده داراي نقطه ثابت يكتا مي نگاشت

 متريك يضاهاابتدا بعضي از تعاريف و نتايج اصلي در ف

بريم را يادآوري  به كار مي مقالهاحتمال كه در اين 
تر به  تواند براي اطلاعات كلي . خواننده ميكنيم مي

مراجعه كند. همچنين در اين مقاله قرار داد  ]2[مرجع 
كنيم كه  مي 0 0.  

  

  يافته از اعداد حقيقي تعميمF تابع حقيقي  .1 يفتعر

[ , ]  بسته   به بازه[ , ]0 را يك تابع توزيع  1
 صعودي و پيوسته چپ روي F ناميم هرگاه مي  

( , )   ،باشدF( ) 1 و F( ) 0 .
   دهيم. نشان مي  مجموعه همه توابع توزيع را با

  

يك تابع توزيع فاصله را  F تابع توزيع .2 يفتعر

)F اميم هرگاهن مي ) 0 مجموعه همه توابع توزيع . 0

 و دهيم نشان مي  فاصله را با

 D F sup(F)    1.   

Fچون براي هر   داريمF[ , ] 0 0، 

Fمقاله بنابراين در اين   بازه از را[ , ]0  به
[ , ]0    گيريم. در نظر مي 1

  

a براي هر .3 يفتعر [ , )   تابع توزيع ديراك 

a كنيم: صورت زير تعريف مي را به  

a

x a,
(x)

a x .

  
      

0
1
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تابعي از  Fي ناتهي، مجموعه Xفرض كنيم .4 يفتعر

X X بتوي باشد. براي هرp وq علق به مت
X X ،F(p,q) را باp,qF دهيم. زوج  نشان مي
را فضاي متريك احتمال گوئيم هرگاه  (X,F)مرتب 

,p,qبراي هر  r X :شرايط زير برقرار باشند  
p,qالف)  q,pF F،  

xب) براي هر  0 ،p,qF (x) 1  اگر و تنها اگر
p qعبارت ديگر  ، يا بهp,qF p q   0.  

,p,qپ) براي هر  r X  و هرx, y 0 اگر ،

p,qF (x) 1  وq,rF (y) 1گاه ، آنp,rF (x y) 1.  

نگاشت .5 يفتعر     : , , ,  0 1 0 1 0 نرم tرا 1

لفه پذير،  جابجايي و روي هر مؤ گوييم، هرگاه شركت
هاي نگاشت باشد. عنصر هماني 1نانزولي، همچنين 

 ( , ) min ,m a b a b  و( , )p a b ab  ،
ترتيب با توجه بهباشند.  نرم پيوسته ميtاز هايي مثال

m، داريم نرمtاي براي هر  نقطه  .  

,X,F)تايي سه .6 يفتعر )  را فضاي متريك احتمال

نجر گوئيم هرگاه م(X,F)  يك فضاي متريك احتمال
كه براي هر  طوري باشد به نرمtيك  و 

p,q, r X  و هرx, y 0 :داشته باشيم  

p,r p,q q,rF (x y) F (x),F (y)).    

) .7 يفتعر )-وپولوژي در فضاي متريك احتمال ت

نجرم(X,F, ) هاي  اي از همسايگي انوادهتوسط خ
xنقاط X،  

 x xN N ( : ,    0  
  شود كه معرفي مي

 x x,yN ( y X F ( ) .      1  

,X,F)فرض كنيم  .8 يفتعر )  يك فضاي متريك

صورت دنباله  نجر باشد، در ايناحتمال مn(x از  (
xرا همگرا به  Xعناصر  X  گوئيم هرگاه براي هر
 0  و هر  0 )M، يك 1 )  متعلق به 

nكه براي هر  طوري بهوجود داشته باشد  M( )  ،

nx ,xF (ε) λ 1.  

,X,F)فرض كنيم  .9 يفتعر )  يك فضاي متريك

صورت دنباله  نجر باشد، در ايناحتمال مn(x از  (
را كوشي گوئيم هرگاه براي هر  Xعناصر  0  و هر
  0 )M، يك 1 )  متعلق به  وجود داشته
nكه براي هر  طوري باشد به M( )   و براي هر
r، 

n n rx ,xF (ε) λ


 1.  

,X,F)نجرفضاي متريك احتمال م .10 يفتعر )  را

همگرا به  Xكامل گوئيم هرگاه هر دنباله كوشي در
  باشد. Xاي در  نقطه

  

يك فضاي متريك باشد و  (X,d)فرض كنيم  .1مثال 

,xبراي هر  y X هر و t 0  نگاشت

F: X X Γ  صورت زير تعريف شده باشد: به  

x,yF (t) ε (t d(x, y)), 0  
,m(X,Fصورت  در اين )  يك فضاي متريك احتمال

نجر است.م  
  

,X,F)فرض كنيم ) ]15[( .1لم  )  يك فضاي

صورت  نجر باشد، در اينمتريك احتمال مF  براي هر
t 0 اگر ،عبارت ديگر پيوسته پاييني است. به ثابت، نيم 
t 0 ،n(x n(yو (       باشند  X در ييها دنباله (

nكه طوريبه nlim x x  وn nlim y y  ،
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  آنگاه

n nn x ,y x,yliminf F (t) F (t).   

]: نگاشت .11 يفتعر , ) [ , )   0  را يك 0

 تابع گوئيم هرگاه،دوسويي باشد( ) 0 و  0

tبراي هر 0 داشته باشيم  
n

n.lim (t)
     

,X,F)فرض كنيم  .12 يفتعر ) يك فضاي متريك 

نجر و احتمال مf : X X  يك نگاشت باشد. در
)را يك نگاشت  fصورت اين , )   انقباضي گوئيم

:هرگاه دو تابع  X X [ , ) [ , ]     0 و 0
 كه براي هر  طوري وجود داشته باشند به

x, y X  و هرt 0 :داشته باشيم  

fx,fy x,y(x, y, t)F ( (t)) F (t).    

,X,F)فرض كنيم  .13 يفتعر )  يك فضاي متريك

هاي  نجر باشد. نگاشتاحتمال م
: X X [ , ) [ , ]     0 fو 0 : X X  را در

     را يك نگاشت fصورت  گيريم. در اين نظر مي
 قابل قبول گوئيم هرگاه براي هرx, y X و هر 

t 0 :داشته باشيم  

(x, y, t)     (f x, f y, t) .     1 1  

X فرض كنيم .2مثال  [ , ) 1 وf : X X 

fصورت  نگاشتي باشد كه به (x) x  تعريف شده
:باشد. همچنين نگاشت  X X [ , ) [ , ]     0 0 

  گيريم: صورت زير در نظر مي را به

x ye x y,
(x, y, t)

x y.

  
  

 0
  

  قابل قبول است. يك نگاشت  fصورت  در اين

,X,F)فرض كنيم  .14 يفتعر )  يك فضاي متريك

نجر باشد. نگاشت احتمال م
p : X X [ , ) [ , ]   0 0 فاصله روي rرا يك  1

X  گوئيم هرگاهp :در شرايط زير صدق كند  

1(p ,xبراي هر  ( y,z X  و هرt,s 0  داشته
x,zباشيم  x,y y,z.p (t s) p (t),p (s))    

2(p )p پيوسته پاييني باشد نسبت به متغير دوم نيم، 

xيعني اگر  X  وn nlim y y ، گاه براي هر آن
t 0 داشته باشيم:  

nn x,y x,yliminf p (t) p (t).   

3(p εبراي هر  ( ( , ) )يك  01 , ) وجود داشته  01
z,xpكه اگر  طوري باشد به (t)  1  و

z,yp (s)  1، گاه آنx,yF (t s)   1.  
  

)pكنيم كه  همچنين قرارداد مي ) 1 .  

,X,F)يمفرض كن .3مثال  )  يك فضاي متريك

صورت نجر باشد، در ايناحتمال مp F يكr فاصله
  است. Xروي 

,X,F)فرض كنيم  .15 يفتعر )  يك فضاي متريك

p، fفاصله rنجر با تمال ماح : X X  يك
كه براي هر  طوري به و  نگاشت باشد

x, y X  و هرt 0 :داشته باشيم  

fx,fy x,yp ( (t)) p (t),   
)را يك نگاشت  fصورت  در اين ,p)  انقباضي

pگوئيم. اگر  F، گاه آنf را يك نگاشت         
ناميم. انقباضي مي  

,X,F)ض كنيم فر .2لم  )  يك فضاي متريك

نجر واحتمال مp  يكr فاصله رويX  .باشد
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n(xهمچنين فرض كنيم  n(yو  (  Xهايي در  دنباله (

)nو  )  وn( ) هايي همگرا به يك در  دنباله[ , ]01 
,xصورت براي هر  باشند. در اين y,z X :داريم  

t,sو هر nالف) اگر براي هر  0  داشته باشيم

nx ,y np (t)    و
nx ,z np (s)  ، گاه آنz y .

x,yويژه اگر  به x,zp (t) p (s) 1، گاه آنz y.  
  

,tو هر nب) اگر براي هر  s  داشته باشيم  0

n nx ,y np (t)    و
nx ,y np (s)  ، گاه دنباله آن

n(y   است. yهمگرا به  (
  

rهر ،nپ) اگر براي هر  {} 0  و هر

t 0  داشته باشيم
n n rx ,x np (t)


 گاه ، آنn(x ) 

  يك دنباله كوشي است.
  

ε(ب) فرض كنيم  برهان. ( , ) . چون 01

n n n nlim lim    1  پسn 0   وجود

nكه براي هر  طوري دارد به n 0، n  1  و

n  1، بنابراين  

n n

n

x ,y n

x ,y n

p (t) , ( t ),

p (s) , ( s ),

      

      

1 0
1 0

  

گيريم كه  فاصله نتيجه ميrلذا طبق تعريف 

ny ,yF (t s)   1  درنتيجهn nlim y y .  
  

n(y(الف) با قرار دادن  z)  در قسمت (ب) نتيجه
  شود.  مورد نظر حاصل مي

  

ε(پ) فرض كنيم  ( , ) n. چون 01 nlim   1 

nپس  0  كه براي هر  طوري وجود دارد بهn n 0، 

n  1. نبنابراي  

n n

n n r

x ,x n

x ,x n

p (t) , ( t ),

p (s) , ( s ),


       

       
0

0

1 0
1 0

  

لذا 
n n rx ,xF (t s)


   1،  درنتيجهn(x يك دنباله  (

  □  كوشي است.
  

)هاي نگاشت 2 , , p) -انقباضي  

,X,F)فرض كنيم  .16 يفتعر )  يك فضاي متريك

نجر با احتمال مr فاصلهp  وf : X X  يك
را يك نگاشت  fصورت  نگاشت باشد. در اين

( , , p)   انقباضي گوئيم هرگاه دو تابع
: X X [ , ) [ , ]     0 وجود  و  0

,xكه براي هر  طوري داشته باشند به y X  و هر
t 0 :داشته باشيم  

)1(         fx,fy x,y(x, y, t)p ( (t)) p (t).    

p) قرار دهيم 1اگر در رابطه ( .1تذكر  F، گاه آن

)نگاشت  , , p)   انقباضي به يك نگاشت
( , )  شود. انقباضي تبديل مي  

  

,X,F)فرض كنيم . 1 يهقض )  يك فضاي متريك

كه  طوري نجر كامل باشد بهاحتمال م  يكt نرم
و  Xفاصله روي rيك  pپيوسته است، 

f : X X  يك نگاشت( , , p)  .انقباضي باشد 
  همچنين فرض كنيم شرايط زير برقرار باشند:

  ،باشد قابل قبولنگاشت يك  f(الف) 

x(ب) نقطه  X0 كه براي هر  طوري موجود باشد به

t 0، (x ,fx , t) 0 0 1،  

n(xپيوسته باشد يا براي هر دنباله  f(پ) يا   Xدر  (

nكه  nlim x x  و براي هرn ،

n n(x ,x , t) 1  nصورت براي هر  در اين .1
  داشته باشيم:
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n(x ,x, t) 1.  

uصورت يك نقطه  در اين X كه  طوري وجود دارد به
fu u علاوه بر اين اگر .(u,u, t) 1، گاه آن

u,up (t) 1.  

x نقطه ،با توجه به قسمت (ب) برهان. X0 وجود 

tكه براي هر  طوري ارد بهد 0، (x ,fx , t) 0 0 1 .

n(xدنباله  nرا براي هر  Xدر  ( {} 0 

nصورت  به
n nx fx f x
   1
1 گيريم. اگر  در نظر مي 0

nبراي يك  {}0 0  داشته باشيمn nx x 
0 01، 

nگاه آن n nx x fx 
0 0 nuلذا  01 x

0
يك نقطه  

شود. بنابراين فرض  اثبات تمام ميباشد و  مي fثابت از 

nكنيم براي هر  مي {} 0، n 1 nx x  چون .f 
  داريم: ،است قابل قبوليك نگاشت 

x , x , t) x , f x , t)  

f x , f x , t) x , x , t)  ,

   

   
0 1 0 0

0 1 1 2

1
1

  
  

nبا ادامه اين روند براي هر  {} 0  وt 0  نتيجه
  گيريم: مي

)2(              n nx ,x , t) . 1 1  
دهيم كه  حال نشان مي

n nn x ,xlim p (t)
 
1

. با 1
tو  nبراي هر  )2( و )1(استفاده از روابط  0

  داريم:

)3(  
n n n n

n n

n n

x ,x fx ,f x

n n fx ,f x

x ,x

p (t) p (t)

              (x , x , t)p (t)

               p ( (t)).

 











 

 

1 1

1

1

1

1

  

  

  آوريم: ست ميدهب nبا تكرار اين روند براي هر 

)4(        
n n

n
x ,x x ,xp (t) p ( (t)).



 
1 0 1

  
  و با استفاده از تعريف تابع  )4(با حدگيري از رابطه 

  گيريم كه نتيجه مي
)5(              

n nn x ,xlim p (t) .
 
1

1  

n(xدهيم  حال نشان مي يك دنباله كوشي است.  (
rو  nفرض كنيم  {} 0، صورت  در اين

  گيريم: بار استفاده از نامساوي مثلث نتيجه مي rبا 

n n r

n n n n n r n r

x ,x

x ,x x ,x x ,x

p (t) 

t t t
p ( ),p ( ), ,p ( ) ,

r r r



     

   
 1 1 2 1


  

  

  داريم: )5(ري از طرفين رابطه فوق و طبق با حدگي
)6(            

n n rn x ,xlim p (t) ,
 1  

n(x ،2لم  لذا با توجه به قسمت سوم يك دنباله  (
,X,F)كوشي در فضاي كامل  )  است. بنابراين نقطه

u X كه  طوري وجود دارد بهn nlim x u  .
 fباشد. اگر  مي fنقطه ثابت  uكنيم كه  ادعا مي

  گاه داريم:آن ،پيوسته باشد

n n n nu lim x lim fx fu ,    1  

صورت  باشد. در غير اين مي fيك نقطه ثابت از  uلذا 
 )2(با استفاده از قسمت دوم فرض (پ) قضيه و رابطه 

tو nبراي هر  0 :خواهيم داشت  
)7(                 nx ,u, t) . 1  

p)2از شرط  ،فاصله استrيك  pچون  براي هر  (
n وt 0 گيريم كه: نتيجه مي  

n n mx ,u m x ,x np (t) liminf p (t) : .    

n) داريم 6از طرفي از رابطه ( nlim   1، 
  بنابراين:

)8(     
nn x ,ulim p (t) , ( t ).    1 0  

tو   nبراي هر  )7( و )1(هاي  از رابطه 0 
  داريم:

n n

n

n

x ,fu fx ,fu

n fx ,fu

x ,u

p (t) p (t)

               (x ,u, t)p (t)

               p ( (t)),











 

 

1

1

1

1
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)8(با حدگيري از طرفين رابطه اخير و استفاده رابطه 

  اريم:د
)9(             

nn x ,fulim p (t) . 1                     
 )9(و  )8(و روابط  2لم لذا با استفاده از قسمت اول 

fuگيريم  نتيجه مي uكنيم  . سرانجام فرض مي
(u,u, t) 1، دهيم  نشان ميu,up (t) 1 فرض) .

tكنيم  خلف) فرض مي 0 وجود داشته باشد كه  0

u,up (t ) 0 صورت با استفاده از شرط در اين ،1
  گيريم: نتيجه مي )1(انقباضي 

u,u fu,fu

u,u

p (t ) (u,u, t)p (t )

            p ( (t )).

 

 
0 0

1
0

  

tو nبار تكرار اين روند براي هر  nبا  0 0 
  داريم:

n
u,u u,up (t ) p ( (t )),  0 0  

با حدگيري از طرفين رابطه اخير و استفاده از تعريف 
 گيريم  نتيجه ميu,up (t ) 0 كه اين با فرض  1

u,up (t ) 0 در تناقض است. بنابراين فرض خلف  1
tباطل و براي هر 0  داريمu,up (t) 1.   □  

  

Xفرض كنيم .4مثال  [ , ) 1 و براي هرx, y X 

tهر و 0 نگاشتF: X X Γ  صورت به  

x,y

t
F (t)

t | x y |


 
  

,m(X,Fصورت  تعريف شده باشد. در اين )  يك
نجر كامل است. فرض كنيم فضاي متريك احتمال مp 

صورت  باشد كه به Xفاصله روي rيك 

x,y x,yp F  تعريف شده است و براي هرt [ , ) 0

 ،4
(t) t

5
 هاي  . همچنين فرض كنيم نگاشت

f : X X  و: X X [ , ) [ , ]     0 0 

  صورت زير تعريف شده باشند: به

fx ln x ,

x [ , ],
(x, y, t)

.

  

 
  

4 1
5

1 1 2  

,xاگر  y [ , ] 1 tو 2 0، گاه طبق تعريف آن، 
(x, y, t) 1:از طرفي داريم .  

fx,fy

x,y

t
p ( (t))

t | ln x ln y |

t
                  

t | ln x ln y |

t
                  

t | x y |

                  p (t) ,

 
   


 


 



4
5

4 4 41 1
5 5 5

  

  بنابراين

fx,fy x,y(x, y, t)p ( (t)) p (t).    

xاگر  [ , ] 1 yيا  2 [ , ] 1 tو  2 0، گاه طبق آن
,، (xتعريف  y, t)   بنابراين رابطه و  

fx,fy x,y(x, y, t)p ( (t)) p (t)    
)يك نگاشت  fبرقرار است. لذا  , , p)   انقباضي

قابل نگاشت يك  fدهيم است. حال نشان مي
,x. فرض كنيم است قبول y X وt 0 كه  طوري به

(x, y, t) 1،  لذا طبق تعريف، x, y [ , ] 1 2 
  داريم: fو با توجه به تعريف

fx ln x [ , ],

fy ln y [ , ],

   

  

4 1 1 2
5
4 1 1 2
5

  

f)تيجه درن x, f y, t) 1 پس ،f  نگاشت يك
است. علاوه بر اين براي هر  قابل قبول
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x [ , ]0 1 fxداريم  2 [ , ]0 1  كه طبق تعريف  2

x)شود  نتيجه مي ,f x , t) 0 0 . بنابراين همه 1
xفرضيات قضيه قبل برقرار است و 1 نقطه ثابتf 

  باشد. مي
  

,X,F)فرض كنيم  .2 يهقض )  يك فضاي متريك

كه  طوري نجر كامل باشد بهاحتمال م  يكt نرم

و  Xفاصله روي rيك  pپيوسته است، 

f : X X يك نگاشت( , , p)   .انقباضي باشد

 ير برقرار باشند:همچنين فرض كنيم شرايط ز

  ،باشد قابل قبولنگاشت يك  f(الف) 

x(ب) نقطه  X0 كه براي هر  طوري موجود باشد به

t 0، (x ,fx , t) 0 0 1،  

y(پ) براي هر  X و هرt 0  كهy fy  داشته

  باشيم:

  x,y x,fxsup p (t),p (t) :  x X .  1  

uصورت يك نقطه  در اين X كه  طوري وجود دارد به

fu u علاوه بر اين اگر .(u,u, t) 1، گاه آن

u,up (t) 1.  
  

توانيم نشان دهيم كه  ، مي1قضيه  برهانبرهان. همانند 

n(x ) نجر يك دنباله كوشي در فضاي متريك احتمال م

,X,F)كامل  )  است، پسu X  وجود دارد

nكه  طوري به nlim x u دهيم  . حال نشان ميu 

باشد. (فرض خلف) فرض كنيم  مي fنقطه ثابت 

u fuصورت با توجه به شرط (پ) و  ، در اين

  قضيه قبل داريم: )8( و )5(هاي  رابطه

  
  

n n n

n n n

x ,u x ,fx

x ,u x ,x

sup p (t),p (t) :  x X

  sup p (t),p (t) :  n

  ,



  

  


1

1

1

  

uكه يك تناقض است. بنابراين  fu بخش دوم .

است كه به منظور جلوگيري  1قضيه  هانبرهان مانند بر

  □    از تكرار حذف شده است.

,X,F)فرض كنيم  .17 يفتعر )  يك فضاي متريك

نجر و احتمال م: X X [ , ) [ , ]     0 يك  0

است  (H)داراي ويژگي  Xنگاشت باشد. گوئيم 

,xهرگاه براي هر  y X و هرt 0 يك ،z X 

,z)كه  طوري وجود داشته باشد به x, t) 1  و

(z, y, t) 1.  

، 1به فرضيات قضيه  (H)با افزودن ويژگي  .3 يهقض

  باشد. داراي نقطه ثابت يكتا مي fنگاشت

باشند. طبق  fنقاط ثابت vو  uبرهان. فرض كنيم 

  وجود دارد كه Xدر wك ي (H)شرط

)10(    (w,u, t) ,           (w,v, t) .   1 1  

  داريم: )10(و رابطه  fبودن بولقابل قطبق 

(w,u, t)            (f w,fu, t) ,    1 1  
  لذا

(f w,u, t) (f(f w),fu, t) .  2 1  
كنيم كه با ادامه اين روند مشاهده مي

n(f w,u, t) 1 طور مشابه براي  و همچنين به

n(f داريمv  نقطه w,v, t) 1 و چون f  يك

)نگاشت , , p)  پس براي هر ،انقباضي است

n و هرt 0 :خواهيم داشت  
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n n

n

n

f w,u f (f w),fu

n

f (f w),fu

f w,u

p (t) p (t)

              (f w,u, t)p (t)

               p ( (t)).







 

 

1

1

  

  با ادامه اين روند داريم:

n

n
f w,uf w,u

p (t) p ( (t)),
 1  

  آوريم: دست ميهب  nطور مشابه براي هر به

n

n
f w,vf w,v

p (t) p ( (t)),
 1  

 با حدگيري از طرفين دو رابطه اخير و ويژگي تابع 

  داريم:

n nn nf w,u f w,v
lim p (t) lim p (t) ,   1 1 1  

  

 گيريم كه نتيجه مي 2لم با استفاده از قسمت اول 

u v.     □  
  

,X,F)فرض كنيم  .4 يهقض )  يك فضاي متريك

كه  طوري باشد به نجر كاملاحتمال م  يكt نرم

و  Xفاصله روي rيك  pپيوسته است، 

f : X X يك نگاشت( ,p) د. در انقباضي باش

uصورت يك نقطه  اين X  يكتا وجود دارد

fuكه  طوري به u علاوه بر اين .u,up (t) 1.  

,x)برهان. با قرار دادن  y, t) 1  در قضيه قبل نتيجه

  □     شود. مورد نظر حاصل مي

pبا قرار دادن  F  نتيجه زير را ، چهار4قضيه در     

  آوريم. دست ميهب

,X,F)فرض كنيم  .1 يجهنت )  يك فضاي متريك

كه  طوري نجر كامل باشد بهاحتمال م  يكt نرم

fت. همچنين فرض كنيم پيوسته اس : X X  يك

يك نقطه  fصورت انقباضي باشد. در ايننگاشت

  دارد. Xثابت يكتا در
,X,F)فرض كنيم  .2 يجهنت ) فضاي متريك  يك

كه  طوري نجر كامل باشد بهاحتمال م  يكt نرم

و  Xفاصله روي rيك  pپيوسته است، 

f : X X مچنين فرض كنيم يك نگاشت باشد. ه

,xبراي هر y X و هرt 0، يكk [ , ) وجود  01

  كه طوري داشته باشد به

fx,fy x,yp (kt) p (t),  
uصورت يك نقطه  در اين X  يكتا وجود دارد

fuكه  طوري به u علاوه بر اين .u,up (t) 1.  

,X,F)فرض كنيم  .3 يجهنت )  يك فضاي متريك

كه  طوري نجر كامل باشد بهاحتمال م  يكt نرم

fپيوسته است. همچنين فرض كنيم  : X X  يك

,xكه براي هر طوري نگاشت باشد به y X و هر

t 0يك ،k [ , )   كه وجود داشته باشد  01

fx,fy x,yF (kt) F (t),  
  دارد. Xيك نقطه ثابت يكتا در fصورت در اين

  

يك مجموعه ناتهي باشد.  Xفرض كنيم  .18 يفتعر

,X,F)صورت  در اين )  را يك فضاي متريك

ناميم هرگاه  نجر مرتب جزئي مياحتمال م(X,F, ) 

,X)نجر و احتمال ميك فضاي متريك  )  يك

  مجموعه مرتب جزئي باشد.
  

,X,F)فرض كنيم  .4 يجهنت )  يك فضاي متريك

كه  طوري نجر مرتب جزئي كامل باشد بهاحتمال م 

 Xفاصله روي rيك  pپيوسته است، نرم tيك 

fو  : X X  نگاشتي( ,p)  انقباضي پيوسته و
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باشد. همچنين فرض كنيم  نانزولي نسبت به 

x X0 كه  طوري موجود باشد بهx fx0 . در 0

uصورت يك نقطه  اين X كه  طوري وجود دارد به

fu u علاوه بر اين .u,up (t) 1.  

:برهان. نگاشت  X X [ , ) [ , ]     0 را  0
  كنيم: ت زير تعريف ميصور به

x y,
(x, y, t)

o.w.

 
  

1  

,xبراي هر   y X  و هرt 0  كهx y،  طبق
,x)داريم  تعريف  y, t) 1، لذا  

fx,fy x,y(x, y, t)p ( (t)) p (t),    
,x)صورت  ايندر غير  y, t) ، پس  

fx,fy x,y(x, y, t)p ( (t)) p (t)    
)يك نگاشت fبنابراين , , p)   .انقباضي است
وضوح به نانزولي است، با توجه به تعريف  fچون 

f  نگاشت يكاست. از طرفي طبق  قابل قبول

xفرض  X0  كه  طوري به استموجودx fx0 كه  0

x)اين يعني  ,fx , t) 0 0 . بنابراين تمام فرضيات 1
يك نقطه ثابت مانند  fبرقرار است، درنتيجه  1 يهقض

u X كه  طوري دارد بهu,up (t) 1.   □  
  

هاي بسته  زيرمجموعه A2و  A1فرض كنيم . 5 يجهنت

نجر كامل و ناتهي از فضاي متريك احتمال م
(X,F, )  مجهز بهrفاصلهp كه  طوري باشند به

X A A 1 2  وf  يك خودنگاشت رويX  .باشد
  ر باشند:همچنين فرض كنيم شرايط زير برقرا

  

f(الف)  (A ) A1 fو  2 (A ) A2 1،             
  

كه براي  طوري وجود داشته باشد به (ب) يك

(x,y)هر  (A A ) (A A )  1 2 2 1،  

fx,fy x,yp ( (t)) p (t),   
uثابت مانند  يك نقطه fصورت  در اين A A 1 2

u,upدارد. علاوه بر اين  (t) 1.  
:برهان. نگاشت  X X [ , ) [ , ]     0 را  0

  كنيم: صورت زير تعريف مي به
(x, y) (A A ) (A A ),

(x, y, t)
o.w.

   
  


1 2 2 11   

,x)براي هر   y) (A A ) (A A )  1 2 2 1  داريم

(x, y, t) 1،  براي هرلذاx, y X و هرt 0 

  گيريم: نتيجه مي

fx,fy x,y(x, y, t)p ( (t)) p (t),    

)يك نگاشت fبنابراين , , p)   انقباضي است. از

طرفي با استفاده از قسمت (الف) و  با توجه به تعريف 

 وضوح به f  نگاشت يكاست.  قابل قبول

n(xحال فرض كنيم  كه  طوري باشد به Xاي در دنباله (

tو هر nبراي هر 0،n nlim x x X    و

n n(x ,x , t) 1 و قسمت  . با استفاده از تعريف 1

kداريم n(الف) براي هر  k(x ,x ) A A  2 1 2 1 2 

kيا k(x ,x ) A A  2 1 2 2 k(x. چون1 )2 k(x و 1 )2 

n(xهايي از دنباله همگراي  زيردنباله و A1 هستند و (

A2 هاي بسته از  زيرمجموعهX باشند، پس  مي

x A A 1 2 كه طبق تعريف ،  يعني

n(x ,x, t) 1 برقرار  1 يهقض. بنابراين تمام فرضيات

uيك نقطه ثابت مانند  fنتيجه است و در X  .دارد

Xچون A A 1 2  و با استفاده از شرط (الف) نتيجه

uگيريم كه  مي A A 1 2 و با استفاده از تعريف ،

(u,u, t) 1 نتيجه  و درu,up (t) 1.         □  
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