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  حل عددي معادله برگرز غيرخطي هدف اصلي اين مقاله : هديچك

عدي كوپله با شرايط اوليه و مرزي مناسب با كمك بعدي و دوبيك
باشد. در  مي )CN-DF( و )LFDM(هوپف و دو روش -تبديل كول

عدي بهوپف معادله برگرز يك-واقع با استفاده از  تبديل غيرخطي كول
كارگيري روش هسپس با بيابد.  تشار كاهش ميان عدي به معادلهو دوب

نسبت به مشتق زمان  معادله انتشار )LFDM( تفاضل متناهي لگاريتمي
 حل )CN-DF(با كمك روش  ته و در نهايت معادله حاصلگسس
مقايسه نتايج عددي حاصل از تغيير عوامل   با ر پايان،. دشود مي

طا، عملكرد مناسب خ  هبررسي انداز گوناگون از جمله ويسكوزيته و
 شود. روش عددي و انطباق آن با جواب تحليلي نمايان مي

هوپف، روش تفاضل متناهي - معادله برگرز، تبديل كول :كلمات كليدي
  ديوفرت و فرانك.-نيكلسون لگاريتمي، روش كرانك

Abstract: The main purpose of this article is 
devoted to the numerical solution of coupled one 
and two-dimensional non-linear Burgers equations 
with suitable initial and boundary conditions, by 
using Hopf-Cole transformation and two 
techniques (LFDM) and (CN-DF). In fact, using a 
non-linear Cole-Hope transformation the one and 
two-dimensional non-linear Burgers equations are 
reduced to diffusion equations. Then, the 
logarithmic finite-difference technique (LFDM) is 
used to discretize the diffusion equation, and the 
resulting equation is solved by (CN-DF) scheme. 
In the end, comparison of the numerical results 
from the change of various factors such as 
viscosity and the measurement of the error, the 
proper functioning of the numerical method and its 
adaptation to the analytical solution are evident. 
 

Keywords: Burgers equation, Hopf-Cole 
transformation, Logarithmic finite-difference 
technique, Crank-Nicolson-Du Fort and Frankel 
scheme 

  
 

  مقدمه 1
معادله برگرز فرم ساده شده معادله ناويراستوكس است، 

نظر شده، كه از جملات فشار و پيوستگي صرف

مانده جملات شامل جملات جابجايي و پخشي را  باقي
معادله برگرز يك بعدي به  .[3]نامند  ميمعادله برگرز 
 باشد: فرم زير مي
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               باشد: شرايط اوليه و مرزي زير مي و داراي
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 باشد. ضريب ويسكوزيته مي ߥپخش و 

- در واقع معادله برگرز يك معادله سهموي
هذلولوي است كه امروزه به خاطر كاربرد گسترده در 

                                           
1 Kinematic viscosity 
2 Diffusion 

جريان  سازي هاي فيزيكي مانند شبيه بسياري از پديده
موج  و ، گاز ديناميك 3ترافيك، ميرايي صوتي در مه

بسياري از محققان قرار گرفته  مورد توجه 4اي ضربه
هاي دقيق و  حل ه راهئ. تاكنون براي ارا]6-4[است 

ر، در ابعاد بالات  يح براي اين معادله و تعيمم آنصر
همچنين در ]. 9- 7مطالعات فراواني انجام شده است [

و بهبود  ارائههاي زيادي براي  ر تلاشهاي اخي سال
هاي تحليلي و عددي براي حل معادله برگرز  روش

با معادله  معادله برگرز]. 13-10[ صورت گرفته است
ناويراستوكس از لحاظ غيرخطي بودن، خواص تقارني، 

رفي به اما از ط ،روابط اتلاف انرژي و غيره شباهت دارد
پذير  انتگرال ]15و  14دليل وجود تبديل كول هوپف [

بوده و لذا داراي خاصيت آشوبي نيست. در واقع رمز 
هوپف يا -اصلي حل مسئله برگرز استفاده از تبديل كول

اي است كه مسئله به يك معادله خطي  گونهه تعميم آن ب
طور خودسازگار اثر شرايط مرزي در گردد و به منجر مي
]4شود  ها وارد مي جواب معادله  ،هوپف-كول . تبديل[

برگرز غيرخطي اوليه را به يك معادله حرارت خطي و 
كند،  شرايط مرزي ديريكله را به شرايط رابين تبديل مي

كه علاوه بر تسريع روش عددي براي حل معادله 
كند، لذا مورد  برگرز، به حل تحليلي معادله نيز كمك مي

]16گيرد  توجه بسياري از محققان قرار مي كه علاوه  [
حل معادله برگرز امروزه براي حل بسياري از  بر

برند.  ميز اين تبديل يا تعميم آن بهرهمعادلات ديگر نيز ا
باشند لذا بيشتر  هاي ضمني پايدار مي كه روشاز آنجا 

]17د نرو كار ميه براي حل عددي معادلات ب از  ؛[
 5هاي ضمني، روش تفاضل متناهي لگاريتمي روشجمله 

                                           
3 Acoustic attention in fog 
4 Shock wave 
5 Shock wave 
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(LFDM) كه مزيت اصلي آن پايداري نامشروط  است

عدي بيكبراي حل معادله برگرز  كه اين روش . باشد مي
]18كوپله  مورد استفاده قرار  [19]عدي كوپلهبو دو [

رگرز براي حل معادلات علاوه بر معادله ب ،گرفته است
رود  مي كاره برگرز نيز ب  kdvديگر از جمله حل معادله

[ يك روش تفاضل  (CN)روش كرانك نيكلسون . 20[
مرتبه  باشد و داراي همگرايي  مي پايدار  متناهي ضمني

باشد، كه توسط جوهان  و مكاني ميدوم از گام زماني 
]مطرح شده است  كرانك و فيليس نيكلسون ، كه 21[

]22 دبرن ميبراي حل عددي معادله برگرز از آن بهره ]. 
يك روش تفاضل متناهي  (DF) روش ديو فرت

توسط ديو  1953باشد، كه در سال  پايدار نامشروط مي
 ه كار رفته گرما بفرت و فرانكل براي حل عددي معادل

23[ نيكلسون و روش -از تركيب دو روش كرانك. [
آيد  دست ميهب (CN-DF)ديو فرت و فرانكل، روش 

عددي  حل براي  2009كه براي اولين بار در سال 
. براي حل معادله ]25و  24معادله برگرز مطرح گرديد [

توان از روش  نيز ميعدي برگرز دوب (CN-DF) كه
]26باشد، استفاده  كرد  روشي پايدار نامشروط مي . در[

27[ عدي، با تبديل بحل عددي معادله برگرز يك [
هوپف به همراه روش آدوميان استفاده شده است. -كول

    طيمعادله برگرز غيرخحل عددي علاوه  براي هب
 1عدي روش كرانك نيكلسون موضعي بهبود يافتهبيك

)MLCN(  در[ پيشنهاد گرديده است. با توجه به  28[
در مقاله حاضر   گستردگي و كاربرد بحث مورد نظر،
عدي بعدي و دوببه  حل معادله برگرز غيرخطي يك

ي كوپله پرداخته شده است، كه به كمك تبديل غيرخط
و سپس با كمك روش   شود هوپف گسسته مي-كول

                                           
1 Shock wave 

گردد. مزيت اصلي اين روش  عددي پيشنهادي حل مي
پايداري نامشروط و همگرايي آن به جواب تحليلي 

باشد. نتايج عددي حاصل از اين روش در نقاط  مي
هاي  ق جوابدهنده كاهش خطا و تطابمختلف نيز نشان
  باشد. عددي و دقيق مي

  

  بعديه برگرز يكحل عددي معادل 2

)1951در سال  ]15و  14وپف [ه جي.دي. كول و  )  
يك تبديل غيرخطي براي كاهش معادله برگرز به معادله 

هوپف - انتشار خطي را مطرح نمودند. تبديل كول
ابزاري قوي براي حل تحليلي و عددي معادله برگرز 

ت يك قضيه صوربه هوپف- تبديل كول باشد. معمولاً مي
]22گردد  به فرم زير تعريف مي ]. 
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  باشد. گام زمان مي گر افزايش طولنانماي
  

  عديعددي معادله برگرز دوبحل  3

عدي بقسمت به حل عددي معادله برگرز دودر اين 
هوپف را به فرم زير -خواهيم پرداخت، ابتدا قضيه كول

]كنيم تعريف مي ]29.    
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1 Implicit logarithmic finite difference method 
2 Shock wave 
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t

M
  فرض باشد.  مي

)يم كن )B  آنگاه  پذير باشند. تابع پيوسته مشتق
 صورت زير نوشت:توان به را مي) 11( معادله

' ( ) ( ).
B

B
t x y

    
 

  

2 2

2 2  

)Bكنيم  مي فرض ) e  [19]آنگاه داريم: 

, ,

,

log t .



  
         

n

n n
i j i j e

i j
x

 
12

1
21  

ديوفرت و  - كرانك نيكلسونبا استفاده از روش  حال
توان معادله پخش خطي را به  مي )CN-DF(فرنكل 

 :[26]فرم زير تبديل كنيم 

, ,

, , ,

, , , ,

, , ,

, , , ,

log t



  
 

  
 

  
 

  
 



            
      
  
     
  

    


1

1 1 1
1 1

2

1 1 1
1 1

2

1 1 1
1 1

2

1 1 1
1 1

2

211
2

2

n n
i j i j

n n n
i j i j i j

e

n n n n
i j i j i j i j

n n n
i j i j i j

n n n n
i j i j i j i j

h

h

h

h

 

  

   

  

     

 

 در بازه جواب براي معادله انتشار امنهد
( , , )i x j y n t  ،i , , ,..., n 01 2 x  و 

, , ,...n 01 2 yj كه  n , , ,... 01 و2

,
x y

x y
n n

   
1 گر افزايش طول گام نشان tو 1

  باشد. زمان مي

  

  عدديهاي تشريح مثال 4

ادي براي نشان دادن دقت و كارايي روش عددي پيشنه
دو مثال كه به مقايسه جواب عددي و تحليلي  ارائهبه 

  باشد، خواهيم پرداخت. اي مختلف مي در نقاط گره

در نظر عدي غيرخطي زير را بمعادله برگرز يك. 1مثال 

  بگيريد:

,
u u u

u
t x x

  
 

  

2

2  

  باشد: صورت زير ميشرايط اوليه و مرزي آن به
( , ) sin( ), ,u x x x  0 0 1 

( , t) ( , t),   0 0 1 0u u t T  
  :[22] داراي حل تحليلي زير است
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( , )

exp( n t) nsin(n x)

,

exp( n t) ncos(n x)












 





2 2

1

2 2
0

1

2
n

n

n
n

u x t

C

C C

  


  

  

,كه در آن ضرايب  nC C0 گردد: به فرم زير تعريف مي  

 cos( x) ,C d x


    
 

1
0 0

1 1
2

 

  

cos( x) cos(n x) .
      
 

1

0

12 1
2nC d x 


  

      جداولي جواب تحليلي و عددي ارائهمه، با در ادا
اي مختلف و مقادير  دست آمده در نقاط گرههب

  .ويسكوزيته سينماتيك متفاوت بررسي شده است
  

  
., جواب عددي و تحليلي در  .1جدول  , .t T   0 10 1 00 5 

  
نشانگر اين است كه در  1شده در جدول  ارائهنتايج 

.زمان  , .t T  10 00 0 با ضريب ويسكوزيته  5
 1 اي جواب تحليلي به  با افزايش تعداد نقاط گره

دست خطاي نتايج به، لذا    جواب عددي نزديك بوده
تطابق  تقريباًشده بسيار ناچيز بوده و  ارائهآمده با روش 
  واب عددي و تحليلي وجود دارد.كامل بين ج

كه 2جدول ارائه شده توجه به نتايج  با
. , , .t T   0 0001 10 0 كه  3و جدول  1

. , , .t T   0 001 1 0 اضح است كه وباشد،  مي 6
اي مختلف با جواب تحليلي  جواب عددي در نقاط گره

اي از   توافق خوبي دارد. لذا با افزايش تعداد نقاط گره
نتايج  ،اين نتايج بهتر شده و به بيان ديگر 100به  20

شده خطاي كمتري با جواب  ارائهحاصل از روش 
  دارند.تحليلي 

نيز نتايج عددي و تحليلي در نقاط  4در جدول 
مختلف از مكان و زمان 

. , . , x .t     0 001 0 1 0 ، كه  شده است ارائه 01
نشان دهنده توافق خوب اين نتايج با جواب تحليلي 

روش  4لذا با توجه به جداول قبلي و جدول  ؛باشد مي
  .دهد مي ارائهشده نتايج دقيقي را  ارائهعددي 

  

 
X 

 جواب عددي
 جواب تحليلي

N  20 N  40 N  80 N 100 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 1
0 2
0 3
0 4
0 5
0 6
0 7
0 8
0 9

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 220 03
4 232 03
5 827 03
6 851 03
7 208 03
6 859 03
5 873 03
4 241 03
2 228 03

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 214 03
4 215 03
5 802 03
6 823 03
7 178 03
6 828 03
5 811 03
4 222 03
2 220 03

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 213 03
4 211 03
5 794 03
6 816 03
7 169 03
6 821 03
5 803 03
4 218 03
2 218 03

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 213 03
4 209 03
5 795 03
6 815 03
7 167 03
6 820 03
5 803 03
4 217 03
2 218 03

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 213 03
4 210 03
5 796 03
6 816 03
7 169 03
6 821 03
5 804 03
4 218 03
2 218 03
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.جواب عددي و تحليلي در. 2جدول  , , .t T   0 0001 10 0 1 

 
X 

  جواب عددي 
 جواب تحليلي

N  20 N  40 N  80 N 100 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 1
0 2
0 3
0 4
0 5
0 6
0 7
0 8
0 9

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











1 623 05
3 087 05
4 249 05
4 995 05
5 252 05
4 995 05
4 249 05
3 087 05
1 623 05

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











1 603 05
3 050 05
4 198 05
4 935 05
5 189 05
4 935 05
4 198 05
3 050 05
1 603 05

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











1 598 05
3 041 05
4 185 05
4 200 05
5 173 05
4 920 05
4 185 05
3 041 05
1 598 05

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











1 598 05
3 039 05
4 183 05
4 918 05
5 171 05
4 918 05
4 183 05
3 039 05
1 598 05

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











1 598 05
3 040 05
4 184 05
4 919 05
5 172 05
4 919 05
4 184 05
3 040 05
1 598 05

 

  
.جواب عددي و تحليلي در. 3جدول  , , .t T   0 001 1 0 6 

X 
 جواب تحليلي جواب عددي

N  20 N  40 N  80 N 100 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 1
0 2
0 3
0 4
0 5
0 6
0 7
0 8
0 9

	
.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 253 02
4 357 02
6 156 02
7 487 02
8 186 02
8 109 02
7 167 02
5 373 02
5 373 02

	
.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 253 02
4 357 02
6 155 02
7 485 02
8 183 02
8 105 02
7 162 02
5 369 02
5 369 02

	
.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 253 02
4 357 02
6 155 02
7 485 02
8 182 02
8 104 02
7 161 02
5 368 02
5 368 02

	
.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 253 02
4 357 02
6 155 02
7 485 2
8 182 02
8 104 02
7 161 02
5 368 02
5 368 02

	
.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











2 214 02
4 280 02
6 043 02
7 344 02
8 023 02
7 940 02
7 011 02
5 252 02
5 252 02

	

  

,جواب عددي و تحليلي در .4جدول  , x .. .t     0 00 01 1 0 01  
x T جواب تحليلي جواب عددي 

.

.

.

0 025

0 50

0 75

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

2 4
2 6
3 0
2 4
2 6
3 0
2 4
2 6
3 0

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











4 755 02
3 955 02
2 720 02
7 268 02
5 966 02
4 020 02
5 593 02
4 520 02
2 977 02

 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

E

E

E

E

E

E

E

E

E











4 755 02
3 955 02
2 720 02
7 269 02
5 967 02
4 020 02
5 593 02
4 521 02
2 977 02
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       نتايج عددي و تحليلي معادله برگرز 1شكل  در
1 رعدي دبيك   براي  در سه زمان مختلف

, . , .  T T T1 1 1 1 جواب  2 و شكل 2

.براي تحليلي و عددي 0 سه زمان مختلف  در 005
,براي  ,T T T  8 10   نشان داده شده است. 12

.جواب عددي و تحليلي در. 1شكل  ,  0 0001 1t   جواب عددي و تحليلي در .2شكل . , .  0 01 0 005t  
  

تغيير مقدار زمان، جواب به  دهد كه با  تايج نشان مين
ها  آمده نيز متفاوت خواهد بود و با دقت به شكلدست 

يابيم كه نتايج عددي با نتايج تحليلي در همان نقاط  مي
ها  جواب تقريباًاي نزديك بوده و در بعضي نقاط  گره

، لذا اين خطوط  باشند هاي تحليلي مي مطابق جواب
دقت در روش عددي با  گردند. روي هم منطبق مي

2L استفاده از نرم   گردد، لذا داريم: تعيين مي ஶܮ و	

       ,(h (u u(x ,T))) ,
N

i n i
i

u u



  
1
2

2 1
  

   ,Mu u(x ,T) ,i N i iu u M ax
 

   2
1  

جواب تحليلي و uتقريبي از جواب و ఈݑكه

,Mu (x ,T )i i Mu  جواب تقريبي در,M it T x x  
u(xو  ,T)i  جواب تحليلي درx xi و زمان پاياني
T جدول زير محاسبه خطا براي مقادير  باشد. مي

,مختلف از ,t T  باشد. مي  
N و  Tبراي مقادير مختلف از 2Lو  Lمحاسبه خطا روي نرم  .5جدول   80.   

T 1																	T 2 																																																													
. ,t   0 001 1	 	L2	ஶܮ	L2	ஶܮ

. E 4 8173 09	. E 6 8127 09. E 6 9285 13. E 9 7552  جواب13

.T  3 5	T  3	. , .t   10 0 0 1	 	L2	ஶܮ	L2	ஶܮ
. E 1 0085 06	. E 7 0422 07. E 2 1892 06. E 1 5263  جواب06

  

  

عدي ادله دوبدر اين مثال به حل عددي مع .2مثال 

پردازيم و جواب تحليلي  برگرز با روش پيشنهادي مي
ي مقايسه هوپف را با جواب عدد-حاصل از تبديل كول

 در نظر بگيريد: را عدي زيربخواهيم نمود. معادله دو

,

,

u u u u u
u

t x y x y

u v v v v
u v

t x y x y

  

 

    
   

    

    
   

    

2 2

2 2

2 2

2 2
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مرزي نيز با  طيشرا( باشد و داراي شرايط اوليه زير مي

  ):شده است مشخص tزمان  معادله بالا و با تغيير

( , , ) ( exp( )) ,

v( , , ) ( exp( )) ,

x y
u x y

x y
x y









 
  

 
  

1

1

3 10 1
4 4 8
3 10 1
4 4 8

 

]باشد صورت زير ميحل تحليلي معادله فوق نيز به ]31: 

( , , t) ( exp( )) ,  
   13 1 4 41

4 4 32
x y t

u x y


  

  

v( , , t) ( exp( )) ,  
   13 1 4 41

4 4 32
x y t

x y


  

  كه براي گام زماني 7و  6 هاي در جدول
. , . ; .T t  0 5 0 05 0 شود كه  باشد، ديده مي مي 005

رود  هر چه عدد رينولدز بيشتر باشد دقت روش بالا مي
له را ئها براي گام زماني مختلف مس جدولو در همين 
تر  شود در گام زماني كوچك ايم كه ديده مي بررسي كرده

  .رود دقت روش بالا مي
  

.;اي مختلف در با جواب تحليلي در نقاط گره  u(x,y,t)عددي  مقايسه و محاسبه جواب. 6جدول  .  50 00 0 01t   
.T 0 5 .T  0   اي نقاط گره  05

  حل عددي حل تحليلي حل عددي حل تحليلي

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 5557
0 6698
0 7350
0 7443
0 5001
0 7443
0 5035
0 7350
0 5005
0 5013
0 7130
0 6698
0 7497
0 5557

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 5555
0 6696
0 7348
0 7443
0 5000
0 7442
0 5034
0 7348
0 5003
0 5012
0 7128
0 6696
0 7497
0 5555

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 6172
0 7168
0 7449
0 7481
0 5002
0 7481
0 5104
0 7449
0 5104
0 5040
0 7366
0 7168
0 7499
0 6172

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 6179
0 7155
0 7454
0 7475
0 5122
0 7481
0 5114
0 7449
0 5025

0 7349
0 7167
0 7489
0

0 5037

6181

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

0 1 0 1
0 1 0 3
0 1 0 5
0 2 0 7
0 9 0 2
0 3 0 8
0 7 0 4
0 5 0 9
0 6 0 1
0 7 0 3
0 4 0 7
0 6 0 8
0 1 0 9
0 9 0 9

  

  

.;اي مختلف در با جواب تحليلي در نقاط گره  v(x,y,t)مقايسه و محاسبه جواب عددي . 7جدول  .  50 00 0 01t   
.T 0 5 .T 0   اي ط گرهنقا  05

  حل عددي حل تحليلي حل عددي حل تحليلي
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 9443
0 8302
0 7650
0 7557
0 9999
0 7557
0 9965
0 7650
0 9995
0 9987
0 7870
0 8302
0 7503
0 9443

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 9438
0 8298
0 7649
0 7498
0 9987
0 7780
0 9964
0 7642
0 9985
0 9975
0 7872
0 8308
0 7512
0 9438

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 8828
0 7832
0 7551
0 7519
0 9998
0 7519
0 9895
0 7551
0 9985
0 9960
0 7634
0 7832
0 7501
0 8828

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 8838
0 7822
0 7540
0 7529
0 9997
0 7518
0 9896
0 7489
0 9989
0 9949
0 7635
0 7844
0 7520
0 8698

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

0 1 0 1
0 1 0 3
0 1 0 5
0 2 0 7
0 9 0 2
0 3 0 8
0 7 0 4
0 5 0 9
0 6 0 1
0 7 0 3
0 4 0 7
0 6 0 8
0 1 0 9
0 9 0 9
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   اشد.ب ميكه دقت روش بالا   شود ، ديده ميداده شده در جداول ارائهجواب عددي  از
  

,u(x مقايسه و محاسبه جواب عددي .8جدول  y, t) اي مختلف در با جواب تحليلي در نقاط گره;.  0 005 1t   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

,v(x مقايسه و محاسبه جواب عددي. 9جدول  y, t)  اي مختلف در در نقاط گرهبا جواب تحليلي. ,  0 005 1t   

.t 0 5 .t 0   نقاط شبكه  05
  حل عددي حل تحليلي  حل عددي  حل تحليلي

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 8760
0 8744
0 8729
0 8721
0 8814
0 8721
0 8783
0 8729
0 8799
0 8791
0 8736
0 8744
0 8697
0 5760

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 8749
0 8720
0 8717
0 8720
0 8808
0 8715
0 8739
0 8725
0 8785
0 8786
0 8745
0 8580
0 8699
0 8755

  

 .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 8747
0 8745
0 8716
0 8658
0 8810
0 8715
0 8750
0 8704
0 8730
0 8750
0 8711
0 8702
0 8691
0 8746

		

 .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 8577
0 8285
0 8516
0 8748
0 8880
0 8735
0 8740
0 8744
0 8780
0 8680
0 8841
0 8872
0 8671
0 8766

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

0 1 0 1
0 1 0 3
0 1 0 5
0 2 0 7
0 9 0 2
0 3 0 8
0 7 0 4
0 5 0 9
0 6 0 1
0 7 0 3
0 4 0 7
0 6 0 8
0 1 0 9
0 9 0 9

  

.T 0 5 .T  0   اي نقاط گره  05
  دديحل ع  حل تحليلي  حل عددي  حل تحليلي

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 6240
0 6256
0 6271
0 6279
0 6186
0 6279
0 6217
0 6271
0 6201
0 6201
0 6209
0 6264
0 6256
0 5557

  

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 6237
0 6243
0 6201
0 6180
0 6187
0 6273
0 6215
0 6269
0 6200
0 6211
0 6264
0 6220
0 6290
0 6236

  	

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 6249
0 6365
0 6280
0 6288
0 6194
0 6288
0 6226
0 6280
0 6210
0 6218
0 6272
0 6265
0 6311
0 6249

	

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 6237
0 6360
0 6120
0 6185
0 6201
0 6288
0 6224
0 6274
0 6220
0 6220
0 6271
0 6265
0 6298
0 6239

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

. , .

0 1 0 1
0 1 0 3
0 1 0 5
0 2 0 7
0 9 0 2
0 3 0 8
0 7 0 4
0 5 0 9
0 6 0 1
0 7 0 3
0 4 0 7
0 6 0 8
0 1 0 9
0 9 0 9
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آمده ديده  دست هاي به هاي مربوط به جواب جدولدر  
، لذا جواب  كند شده بهتر عمل مي ارائهشود كه روش  مي

  آورد. دست ميبسيار نزديكي به جواب تحليلي به

 5 هاي شكلعددي و  تقريبي از روش 4و  3ي ها شكل
 براي  جواب تحليلي نيز 6و    ,, , , ,u x y t v x y t در 

T.گام زماني  0   .دهد نشان مي 05
  

 
,u(x عددي جواب. 3شكل  y, t)  در

t . ; T . ; .    0 01 0 05 0 01.  

  

,v(x عددي جواب. 4شكل  y, t) ر د

t . ; T . ; .    0 01 0 05 0 01.  

  

   
,u(x تحليلي جواب. 5 شكل y, t)  در

t . ; T . ; .    0 01 0 05 0 01. 

,v(xتحليلي  جواب. 6 شكل y, t)  در

t . ; T . ; .    0 01 0 05 0 01. 

  
ددي نيز نرم خطا دست آوردن خطاي روش عهبراي ب

گردد، كه با استفاده از آن به  به فرم زير تعريف مي
محاسبه ميزان خطاي نتايج عددي با جواب تحليلي 

        پردازيم. مي

 

 

, ,

,

: .

n n
e xact com put e d
i j i j

i j

n n
e xact
i j

i j

u u

E
u

 

 

 
 

 
 
 
 





1
22

0 0
2

0 0

  

به محاسبه خطا در گام زماني و عدد  10در جدول 
ا توجه به ويسكوزيته مختلف پرداخته شده است. ب

شده براي  ارائههاي  جدول فوق و جداول قبلي و شكل
توان پي برد كه روش  دو مثال، به اين موضوع مي هر

مد بوده كه نتايج حاصل از آن به شده روشي كارا ارائه
  باشد. جواب تحليلي نزديك مي
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t;محاسبه خطا براي مقادير مختلف از .10جدول   

. , .T  0 1 1 0  

v-component error  u-component error  ݐ߂ 
.

.

.

E

E

E





4 992 004
1 582 004
6 199 006

  

.

.

.

E

E

E





8 452 004
2 190 004
9 146 006

  

.

.

.

0 01
0 001
0 0001

  

. ,T .t  0 01 1 0  

v-component error  u-component error  ߥ 

.

.

.

E

E

E





4 992 004
2 421 003
9 126 003

 

.

.

.

E

E

E





8 453 004
3 270 003
1 365 003

 

.

.

.

0 1
0 01

0 005
 

  
  

  گيرينتيجهبحث و  5
  حل عددي معادله برگرز  در اين مقاله نتايج حاصل از

مورد در شرايط مختلف عدي بو دوعدي بغيرخطي يك
روش تفاضل متناهي لگاريتمي  بررسي قرار گرفت. با

ل يتبده از دست آمدهمشتق زمان معادله انتشار ب
 غيرخطي را گسسته نموده و براي مشتق دوم مكان از

استفاده روش كرانك نيكلسون ديو فورت و فرانكل 
 حاصل از روش عددي مطرح شده براي. نتايج نموديم
مكاني، زماني و عدد  تغيير گام شده، با ارائههاي  مثال

دست هاي به دهنده نزديكي جوابنشانويسكوزيته، 
دست همقايسه مقادير ب .باشد دقيق ميبه جواب آمده 

ي اندازه آمده از حل عددي در جداول، نمودارها و بررس
شده را  ارائهمد بودن روش خطا با جواب تحليلي كارا

  كند. بيان مي
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