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 فرض كنيد: هديچك n , , 2 3 اين مقاله تحت  ثابت باشد. در 4
جردن از جبر   همريختيnكنيم كه هر  شرايط خاص ثابت مي

     يك Bجاييهبه توي يك جبر باناخ جاب Aباناخ يكدار
nاست.  همريختي  

جردن، جبر باناخ   همريختيn،  همريختيn :كلمات كليدي
  جايي.هجاب

Abstract: Let  2,3, 4n be fixed. In this paper 

under special hypotheses we prove that each      
n-Jordan Homomorphism from unital Banach 
algebra A into a commutative Banach algebra B is 
an n-Homomorphism. 

Keywords: n-homomorphism, n-Jordan 
homomorphism, commutative Banach algebra. 

  

  

 مقدمه 1

nجبرهاي باناخ مختلط،  Bو Aفرض كنيد  2 

f:يك عدد صحيح و A B  يك تابع خطي

همريختي ناميده nيك fباشد. در اين صورت
na براي هر اگر  شود يم ,a ,..., a A1 2،  

n nf (a a ... a ) f (a ) f (a )... f (a ).1 2 1 2   

 همريختي فقط يك همريختي ناميده-3به طور عام يك 
n. واضح است كه هر همريختي براي  شود مي  يك 2
nباشد، ولي در حالت كلي عكس اين  همريختي مي

 ها براي همريختيnب نادرست است. مفهوم مط
و  1يانحجاز توسط جبرها روي ميدان اعداد مختلط

برخي  مورد مطالعه قرار گرفت.  ]1[ منبع در همكارانش

به دست آمده  ]2[ ها در منبع همريختي-3 از خواص

  است.
هاي  همريختيnمفهوم  2اسحاقي گرجي ]3[ در

بين جبرهاي  fجردن را معرفي كرد. يك تابع خطي
  شود همريختي جردن ناميده ميnيك Bو Aباناخ
aبراي هر راگ A،  

                                           
1Hejazian 
2Eshaghi Gordji  
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( ) ( ) .n nf a f a  

طور ساده يك همريختي همريختي جردن به- 2يك 

n قابل ذكر است كه اگر . شود جردن ناميده مي  2 
aاشد، آنگاه براي هرب A،f (a ) f (a)2 ، لذا با 2
aبا aويضتع b شود كه براي هر نتيجه مي

,a b A ،  
)1   (( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f ab ba f a f b f b f a    
يك همريختي جردن است  fبه عبارت ديگر 

واضح است كه  .]4[ ) برقرار باشد1اگر رابطه (اگروتنها
باشد،  جردن مي  همريختيnهمريختي يكnهر

حالت كلي عكس اين مطب نادرست است. به  ولي در

هاي  عنوان مثال براي حالت n , , 2 3 نشان داده  4
جردن بين جبرهاي باناخ   همريختيnشده كه هر

. ]3[ همريختي استnيك Bو Aجاييهجاب
براي هر عدد طبيعي گسترش داده  همچنين اين نتيجه

  .]5[شد 
 را هاي جردن يك مشخصه از همريختي 1زلاسكو

 كنيم.  بيان نموده كه در زير به آن اشاره مي ]6[ در منبع
مراجعه  ]7[ رويكرد ديگري از اين نتيجه به مرجع براي
  كنيد.

يك جبر باناخ باشد كه لزوماً  Aفرض كنيد. 1 يهقض

-يك جبر باناخ نيم Bجايي نيست و فرض كنيدهبجا

  جايي باشد. در اين صورت هر همريختيهساده و جاب
f:جردن A B است.  يك همريختي  

جردن روي   همريختي-3نتايج متعددي در مورد 

Cجبرهاي باناخ و  -8[ ويسنده درتوسط ن جبرها[   

                                           
1Zelazko  

دست آمده است. در اين مقاله براي به n , , 2 3 4 ،
,دهيم كه اگر براي هر نشان مي , ,a b x y A،  

f (axby aybx) ,  0  
 از جبر باناخ يكدار  fجردن  همريختيnآنگاه هر

A جاييهبه جبر باناخ جابB  يكnهمريختي  
  است.

  

  هاي جردن همريختي- 4تجزيه از  يك 2

فرض كنيد. 1لم  n , , 2 3 يك جبر A ثابت و 4

f:باشد. اگر  eباناخ يكدار با واحد A B   يك
nجردن ناصفر باشد، آنگاه  همريختي f (e) 0.  

nحالت برهان.  n ساده است. حالت 2   2.2لم  3
nباشد. لذا فرض كنيد يم ]8[ از منبع  باشد و  4

:f A B  جردن ناصفر باشد.   همريختي- 4يك

aبنابراين براي هر A،f (a ) f (a)4 4.  
xبا جايگذاري y جايهبa رابطه زير حاصل ،

  شود: مي

)2 (      I J f (x) f (y) f (x) f (y)

f (x)f (y) ,

  



2 2 3

3

6 4
4

   

  كه در آن

I f (x y y x xyxy xy x yxyx yx y),     2 2 2 2 2 2  
  و

J f (x y x yx y xy y x xyx y yx yxy ).       3 2 2 3 2 3 3 2  

دست ) به2در رابطه ( yجايهب yبا جايگذاري
  آوريم: مي

)3(         
I J f (x) f (y) f (x) f (y)

f (x)f (y) .

  



2 2 3

3

6 4
4

   

x,)، براي هر3) و (2روابط ( بنابر y A،  
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)4(                 I f (x) f (y) . 2 26   

f اكنون فرض كنيد كه (e) 0 صورت  باشد، در اين
شود  ) نتيجه مي4در رابطه ( yجايهب eبا جايگذاري
xكه براي هر A،  

)5                   (f (x ) .26 0   
xبا جايگذاري e جايهبx ) نتيجه 5در رابطه (

f شود كه مي (x x e)  2 2 . بنابراين براي هر0
x A،f (x) 0كه اين با فرض ناصفر بودن ،f 

f در تناقض است. لذا فرض خلف باطل و (e) 0 
  □      است.

جردن    همريختيnدر حالت كلي هسته يك 
آل نباشد. براي مشاهده يك مثال  ممكن است يك ايده

مراجعه شود. نتيجه زير تحت شرايط  ]7[نقض به منبع 
جردن    همريختيnدهد كه هسته يك  خاص نشان مي

  آل است. يك ايده
  

 فرض كنيد .2 هيقض n , , 2 3 ثابت و 4

:f A B  يكnجردن از جبر باناخ   همريختي
كه طوريباشد به Bجاييهبه جبر باناخ جاب Aيكدار
a,ربراي ه b A ،  

)6   (                f (ab ba) .  0  

  است. Aآل در يك ايده fدراين صورن هسته
  

n حالتبرهان.    يك fساده است. در واقع اگر 2
) نتيجه 6) و (1جردن باشد، آنگاه از روابط (  همريختي

  fيك همريختي است. بنابراين هسته fشود كه مي
nاست. حالت  Aآل در يك ايده  از  5.3قضيه  3

nباشد. لذا فرض كنيد مي ]9[ منبع  و 4
:f A B   جردن ناصفر باشد.   همريختي- 4يك

aبنابراين براي هر A ،f (a ) f (a)4 رابطه  . بنابر4
x,) براي هر4( y A،  

)7  (            I f (x) f (y) . 2 26   
                  فرض بنابر

f (xyxy) f (yxyx)

(x y ) f (y x ),



2 2 2 2  

دست ) به7لذا با جايگذاري روابط فوق در رابطه (
  آوريم: مي

)8 (     f (x y xyxy) f (xy x yx y)

f (x) f (y) .

  



2 2 2 2

2 2

2
6

   

aبا جايگذاري b جايهبx) تساوي 8، در رابطه ،(
  آيد: دست ميزير به

)9(        
f (aby bay ayby byay)

f (ay b by a yayb ybya)

f (a)f (b)f (y) .

  

   



2 2

2 2

2

2

12
                      

 دلخواه باشد، لذا fمتعلق به هسته aفرض كنيد
f (a) 0فرض كنيد .e عنصر واحدA  باشد. با
   شود: ) نتيجه مي9، در رابطه (yجايهب eجايگذاري

)10  (              f (ab ba) .  0   
)،فرض بنابر ) ( )f ab f ba10رابطه ( ، لذا بنابر،(

f (ab) f (ba)  ab,. بنابراين0 ba  متعلق به
 Aآل در يك ايده fنتيجه هسته است. در fهسته
  □   است.

  كنيم. اثبات مي اكنون قضيه اصلي را بيان و
  

 فرض كنيد .3 يهقض n , , 2 3 ثابت و 4

:f A B  يكnجردن از جبر باناخ   همريختي
كه طوريشد بهبا Bجاييهبه جبر باناخ جاب Aيكدار

,براي هر , ,a b x y A،  
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 )11 (            f (axby aybx) .  0   

  است.  همريختيnيك  fدرا ين صورت
n حالتبرهان.   nساده است. حالت  2  قضيه  3

nباشد. فرض كنيد  مي ]8[ از منبع 7.2  و  4
:f A B   جردن ناصفر باشد.   همريختي- 4يك

aلذا براي هر A،f (a ) f (a)4 ) 4رابطه ( ر. بناب4

x,هر  براي y A، I f (x) f (y) 2   كه در آن 26

)12(       I f (x y y x xyxy

xy x yxyx yx y).

  

  

2 2 2 2

2 2
   

 eباشد. با جايگذاري Aعنصر واحد eفرض كنيد
x,) براي هر11در رابطه ( bو aجايهب y A ،

  شود كه  نتيجه مي
)13  (               f (xy yx) .  0   

  شود كه ) نتيجه مي13) و (11ابط (از رو
f (xyxy) f (yxyx)

f (xy x) f (x y ) f (y x ) f (yx y),



  2 2 2 2 2 2  

دست ) به12فوق در رابطه ( با جايگذاري روابط
  آوريم: مي

)14(  f (x y ) f (xyxy) f (x) f (y) . 2 2 2 22 3   
aبا جايگذاري b جايهبx) تساوي 14، در رابطه ،(

   :شود زير حاصل مي

)15   (f (aby bay ) f (ayby byay)

f (a)f (b)f (y) .

  



2 2

2

2
6

   

xتعويض y باy  ) دهد كه  ن مي)، نشا15در رابطه  

)16   (
f (abxy abyx baxy bayx)

f (axby aybx bxay byax)

f (a)f (b)f (x)f (y).

  
   


2

12
   

  

  شود كه ) نتيجه مي11از رابطه (

)17           (f (byax) f (bxay)

f (aybx) f (axby).




                  

 Aآل در يك ايده fقضيه قبل هسته راز طرفي بناب
  ،)13رابطه ( بنابراست، لذا 

)18      (( ) ( ) ( ).f bxay f baxy f bayx                                 
( ) ( ) ( )

( ).

 


f axby f abxy f abyx
f bayx

  

) نتيجه 16) در رابطه (18) و (17با جايگذاري روابط (
,شود كه براي هر مي , ,a b x y A،  

f (abxy) f (a)f (b)f (x)f (y).  
  □    . است  همريختي-4يك   fبنابراين

  

  هاي جردن همريختيتجزيه از  يك 3

و Aهاي باناخ بين جبر fجردن   هر همريختي. 2لم 

B  يكnجردن است.    همريختي  

جردن باشد،    يك همريختي fكنيم كه رض ميفبرهان. 

a,لذا براي هر  b A ،  

)19 (( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f ab ba f a f b f b f a    

) نتيجه 19در رابطه ( bجايهب a2با جايگذاري 

aشود كه براي هر مي A ،  

 )20 (              f (a ) f (a) .3 3   

جردن است.  با جايگذاري   همريختي- 3يك  fبنابراين

a3 جايهبb ) دست ) عبارت زير به19در رابطه

  آيد: مي

)21(    f (a ) f (a) f (a ) f (a ) f (a). 4 3 32    

a)، براي هر21) و (20روابط ( بنابر A،

f (a ) f (a)4 جردن است.    همريختي-4يك  f. لذا4

دهد كه حكم براي  كنون يك بحث استقرايي نشان ميا

nهر   .برقرار است    □  
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 Bو Aهاي باناخ يكدار بين جبر fع خطيتاب

)شود هرگاه يكدار ناميده مي )f e e  كه در آنe 
eو Aباناخ  هماني جبر  هماني جبر باناخB .است  

nبراي . 4 يهقض  n)، هر2 ) 1جردن     همريختي

            يك Bو Aهاي باناخ بين جبرf يكدار
nجردن است.    همريختي  

nفرض كنيدبرهان.   f:و 2 A B يك       
جردن يكدار باشد. در اين صورت براي      همريختي-3
aهر A ،  

)22 (              f (a ) f (a) .3 3   
aبا جايگذاري e جاي هبa ) دست ) به22در رابطه

fآوريم، مي (a ) f (a)2 يك همريختي   f. بنابراين2
nجردن است. اكنون فرض كنيد     و 3

:f A B جردن يكدار باشد.      همريختي- 4يك
aبنابراين براي هر A،  

 

)23 (                f (a ) f (a) .4 4   

  

aبا جايگذاري e جايهبa ) داريم) 23در رابطه  

)24    (f ( a a ) f (a) f (a) .  2 3 2 33 2 3 2   
aبا جايگذاري e جايهبa تساوي 24بطه (در را ،(

  شود: زير حاصل مي

)25   (             f (a ) f (a) .2 2   
شود كه براي هر ) نتيجه مي25) و (24از روابط (

a A،f (a ) f (a)3    همريختي-3يك  f. لذا3
دهد كه حكم  جردن است. يك بحث مشابه نشان مي  

nبراي هر     □  ، برقرار است.4
  

   و 1لم نتيجه زير از 

  آيد. دست ميبه 2 هيقض
  

و Aهاي باناخ بين جبر fتابع خطي و يكدار .1 يجهنت

B جردن است اگروتنها اگر براي    يك همريختي
n    .جردن باشد    تيهمريخn، يك 2
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